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RENNES Pan M. L. SAUVAGE, 
CEE A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MARSEILLE. PSE 
re 
Wok Le théorème fondamental de la théorie des formes bilinéaires eC 
_est le suivant : É 3 


[ 
fe 


Soient deux formes bilinéaires aux mêmes 2n variables 
‘ - 


fe Zug ru), 
Fa = ZbhapLays; 


\ 


si le déterminant de la forme f n'est pas nul, la nouvelle forme 


HET ee ES SE 


(*) Voir la Théorie des diviseurs élémentaires dans les Annales de l ’Ecole Normale 
AA supérieure ; 1891. 
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DL. (SAUVAGE © 
RATES ase i a et, hee j 
ott. s est une indéterminée, peut s ecrire 
. mp ¢ : 
F == ¥ [(s— 5) (En e+ (nel. 
v1 . 
| : ’ à L'an Stee 
(s — s;)% est l’un quelconque des p diviseurs élémentaires du déterminant ie 


de la forme F. On a, en outre, par définition, | 


2? 


(En)e1=0 pour e=1, 
(En )e= foes EyNema Ps SR VS 


les Ë sont des fonctions linéaires, indépendantes et à coefficients con- 
stants de Y,, Vas +. Yn, et les n sont des fonctions analogues de x,, 


Vs, 9) Lye 


Si les déterminants des formes fet © sont nuls tous les deux, 
mais si l’on peut trouver deux nombres m et n tels que la forme 
J, =mf+ngo ait un déterminant différent de zéro, on pourra ap- 
pliquer af, et à © le théorème précédent. ~ 

Le seul cas où l’on ne sache donc pas réduire la forme F est celui où 
le déterminant de cette forme est identiquement nul. C’est le cas que 

_ nous allons maintenant examiner. © | ; 

Nous suivrons encore la marche indiquée par M. Darboux dans sa 
profonde analyse des formes quadratiques (Journal de Mathématiques 
pures et appliquées ; 1874). 


2. Supposons done que le déterminant 


AinS + Vin 


Ani $ == Ont LE su à Ann § = Dan 


soit identiquement nul, ou encore que tous les coefficients du poly- 
nome B(s) soient identiquement nuls. 
Plus généralement, supposons que tous les mineurs de B(s) soient 
identiquement nuls jusqu’à ceux de l’ordre & exclusivement. 

Nous pourrons établir & relations de Ia forme 


(1) C,¥,;+C,Y,+...+ Und 0; 


wag ih FF | 
ÉMENTAIRES 5 LES 


REA bis) Plans + bat) ane 


‘Tl fa wudra que les C satisfassent identiquement aux relations 


4 ee Eig eee doe Cr (@in$ Se bin) — 0; | 


Gi(aus + Bent Cds Onn = 0, 


> ci L 


z PR sass ie et, ae suite, il ya exactement & relations nie de la 
_ forme (1). a VAT 


L'étude de ces relations nous : arrétera un certain temps. 


— 
. - 


3. Les quantités C qu’on vient d’obtenir sont, en général, des fonc- * 

_ tions rationnelles en s, de sorte que, si l’on ordonne par rapport à la : 
lettre s, on aura, au lieu des relations (1), des relations en s de la a | 
forme — . 


Ee) eee SU USD O, 


ou les coocients U,, U;, -7.;-U, sont-des fonctions linéaires de 


c EN ee Li 1 
‘Considérons di abord le cas où l’on aurait une relation de la forme 


U 6: 
ne renfermant pas s. Soit. 


U=a,Y¥,;+...+ On Ve oO. 


‘ 


Parmi les coefficients constants ee ¢,, l'un au moins n’est pas nul 
_Posons alors ae 

N= ay, 

Yi HIN + Yi (eRe pag ON 


Nous aurons iat > Vr Shee 


. x 
Rate ye os, oF DÉS ates we EE 
ARE . er Po SE ANSE - 
on ir ° ; ‘ Oy; Le oe Oy DE oi dYn L 7 
ti AS | « 7 he, . 
Ainsi, après le changement de variables, y, aura disparu. Le 


Supposons qu'il en soit ainsi et que la forme F soit ramenée à 
De. l'expression | à, | #00 
ee. | Sas + bee | >a 


‘ » 4 
CAP = où l’on suppose, par exemple, que le coefficient de y, soit identique- 


r QE ment nul. On aura 
Z(aus + bu) a= 0, 


ou encore, séparément et simultanément, 


2 . ; i SCALE O0, 


pai Don Ly Oo, 


Le nombre des fonctions Y étant alors moindre que x, il faudra pour 

qu'il en soit ainsi, que l’un des + soit, dans les deux fonctions f et ¢ 
| Ù à la fois, une fonction linéaire des autres x. En remplaçant cet x par = 
LR À cette combinaison dans la forme F, on voit qu’on aura finalementune 
forme F’ ne dépendant plus que de » — 1 variables a et m — 1 va- | 
riables y. 
_ Sansécarter le cas précédent de notre discussion, nous supposerons 
que les & relations distinctes de la forme (1) renferment s et puissent 
s’écrire 
(DAT: SAUVE sr Ul + sre — + Dis ot (t==1,3, re NT). 


4. Dans les relations L;=— 0, on peut toujours supposer que les 
coefficients U sont linéairement indépendants. Car, si cette hypothèse 
n'était pas d’abord réalisée, on pourrait remplacer le système des 
équations L;— o par un système équivalent d'équations de degrés p!, 
Pas +++) Pa en s, et, de plus, la somme Lp’ pourrait être rendue infé- 
rieure à Xp. C’est ce que nous allons montrer. 


Admettons qu’il y ait une relation linéaire, à coefficients constants 
et identique, de la forme 


(4) D'GHUI+.. HU) 0  (i=1,2,...,6). 


fee s, aux nt (3) et (a). Nous aurons ‘done, en 
i ñ dice i I pour la simplicité de la notation, 


sP QU, + SU) — 584 (U + sU) 2 (US+ SU) =o, . a “ee 


ail a ‘ t 


cee ae ey A 
ae ‘Il faudra, en conséquence, que nous ayons 4 a 
UG =o, 1 
U, Va, U EW ; » 
£ x U, ane [Hd == 0, ~ , 
a SD I a er ra . +9 + 
| | Lee 0, 
d’où nous tirerons = 
eo U, = u%, 
re et H U,;=u,+ sty, , 
i (5 }> 5 | : U,= u2+ su, de ‘y 
oe | | TÉLÉ Re Le ye : 
a == Se 52); - 
al 
en appelant w,, u,, ..., Up, des fonctions linéaires à coefficients con- 
stants des variables æ,,æ,, ..., an | 
Mais alors la relation (4) devient ; 
eS | ru lui SUo) +... ÉpSUp_1] = 0, 
a= ; , : ‘ nr 
et se décompose en deux autres 
] \ Sur UT Re . + ARC ENS 
| 2 (by Uy + tu +... baleen) = Oe 
à 1 (EET 
ee ae CS ee 4 
À ‘ 3 y 


Uy= Us, 
1 

u = U;— SU; 

Us U.— sU: a= s*U,, 


. | se 
Up_1— Ds sU pg 5 eg 


‘ 


Par suite, les formules (6) deviendront 


+ 7 


a Mee STE Uo thon ae eee 


(7) | B= 2(¢,U,+ @.(U,— sU,) +...]=0, | . 


c’est-a-dire deux nouvelles relations identiques entre les dérivées Y 
LH = dela forme F. 
On peut écrire 
A — Z[U, (Eo ER Sly +. . pas sP—1 tos) + U;(4 + Sl, +. . cae sP-7t5_-9) Finke ot Lay ea | a ce | 
B= 2[U,(t:—séa+... spt) + Ui (6. —Stgt+... SP) +...+ Upitp] = 0: 7 


On tire de là ‘, 168 
: ; A+sB=2[U)(t)+ stp) + Uy (4, 5?-'t,) +...+ Ups (tp_i + Stp)]=0, 
| ou encore, à cause de la relation (4), 
A+sB= 2 Xt,[— U,+sU,-,— s2U,_. +... sP Up], 
ou enfin 
(8) A+sB+3(+¢,L)=o. 


On peut toujours supposer que l’une au moins des quantités ts 
tn» ++) 05, est différente de zéro. Car, en substituant aux formes pro- 
posées deux de leurs combinaisons linéaires mf + no, mf + n'o, cela 
ms + m' 
ns + n' 
on pourrait toujours faire en sorte que l'équation (4) renfermât un 
terme ¢,,U;, si Us, est le terme indépendant de s dans l'équation L;=o. 


reviendrait à remplacer s par dans les calculs précédents, et 
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Il résulte de ce qui précède que l’on aurait les équations 


L;= 0 (2,0), 
A0, 
B= 56), 


et, entre ces équations, la relation identique (8). Or il ne peut y avoir 
que @ relations distinctes entre les fonctions U, ou, ce qui revient au 
même, entre les fonctions Y. Il faut donc que, en prenant dans 
les &+1 équations distinctes précédentes & relations, la dernière soit 
une conséquence des & équations choisies. 

On peut donc remplacer le système précédent par 


L,;='o CRC ee, (OS 2) |; 
mA+nB—o, 


m et n étant deux constantes quelconques. On écrira simplement 
L=0 (ra eo), 


et l’on remarquera qu’on a pu remplacer l’une des équations L;= 0, 
celle du plus haut degré en s, et qui entre dans l'identité (8), par une 


relation 
MA —=0 


d’un degré inférieur au moins d’une unité. 


5. Supposons donc que l’on ait & relations L;=o de degrés p,, 
Po» -.., ps par rapport à s, et dont les coefficients exprimés en Y,, 
Y,,..., Y, soient linéairement indépendants. 

Soit posé 


Ui= a, Yi+...+ an Yn ta fet tok =o)t; 2 hp): 


Puisque le déterminant de tous les & n’est pas nul, on peut choisir, 
pour chaque indice #, un déterminant de constantes qui ne soit pas nul, 
mais de plus les p;+ 1 éléments Y qui ont ces « comme coefficients 
dans les équations précédentes peuvent être pris complètement diffé- 
rents pour chaque valeur de l'indice z. 


. à à 


ne 
PATATE hag 


EN 


“T4 F 

or nes ts ai V4 ‘ 
t est 

F queleo à 


Oop wee Eee | 


Sp, pa +1 | 
ne soit pas nul. 


Posons alors | | 
: +. + Apt Ÿpi +1 


9 29 
Jpi+1— op+19/1 asec tn Sp pit) pu +13 
J 1 0 
Vpi+2—= Sop, +201 Sere + Op, py +2 ry +1 tr Ypi+% 


! 
ony See cos Sen pot i) 


Nous voyons maintenant qu'on peut préparer les formes / et 9, de 
manière que les relations L;= o prennent la forme 


OF ar OF oF 
+ SP ~ —...+ 
Oy m oy m+t “dy m+2 Oy. m + pi 


— 0, 


etles y qui entrent dans l’une de ces relations n’entreront pas dans 
une autre. 


6. Nous supposerons maintenant que cette hypothèse soit satisfaite. 
Or, une relation L = o, par exemple 


est la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction F ne dé- 
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pende que des combinaisons 


Vi Yi FSYo, 


YP=YpT $Y p+iy 


c'est-à-dire que, si l’on prend pour variables indépendantes y,, 
Yor +++ Yp et Ypi,, cette dernière variable s’éliminera de la forme F. 
Cette proposition est facile à démontrer. 


Done, si l’on a & équations L = 0, on peut trouver dans la forme F 
& +1 groupes de variables 


OM bd ob — 
Vis Dos + Vpivt (12,70), 


, ! 
FORTS DT 


de manière que cette forme ne dépende effectivement que des seules 
variables 


A AE ee ' 1 ! 
Vas Pas ce es Vp 19 Vas + + +5 Vi» 


dont le nombre est inférieur de & unités au nombre des variables pri- 
mitives. 


Quant au nombre A, il est déterminé par la relation 
R+D+pi+...+Py—=n, 
et, comme tous ces nombres doivent être positifs, on a la condition 


2p£n— 5. 


7. Nous pouvons donc écrire 


eee ° + ah yh) + Ey ( 21, 22, RETRO OR EU etn PEND 


t 


Les nouvelles variables x’ sont des combinaisons linéaires des 
anciennes variables æ,,..., æ,. Je dis que les coefficients qui entrent 
dans ces combinaisons sont indépendants de s. En effet, supposons 
qu ils dépendent de s, et revenons aux anciennes variables y, ..., y}. 
qui sont indépendantes. Le coefficient de y,,,, doit être linéaire en s 
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nt te; 2 i ten vi, est Ho l 
Ss; done x 


T1 est indépendant des, .... 


Les able x sont indépendantes entre elles; car, si elles étai ient 
liées par une combinaison linéaire Te On on n pourrait réduire fe ’ 
forme 


Leo Lt ahh) 


à renfermer au moins une variable x et au moins une variable y‘ de 


moins; or cela est impossible, parce que les y‘ sont indépendants entre 
see ‘ : ne 
. eux. 
TEE Nous poserons, en général, quelle que soit la signification de R 
Rn = Rak SR | 


oka 
et nous nous servirons de cette notation dans toute la suite du Mémoire. 


8. On peut échanger les lettres x ety dans les raisonnements précé- 
dents. On aura donc 


x 


Fa) (sir. +aiy)+ Die +...+ run) 
i ( ; 
Ra. : rs Laos renal + slale, .… «> Bay Var essa Ye 


Les x‘ et les y‘ne renfermeront plus s et seront indépendants. On aura 
en outre 


Lm = Ly S$ Lmryy 


Nm = Vm a S Ÿ'm+1 ’ 


Pit. -t+Ppotait...tgJstota=an 
Ea! à É AA 
ù On en conelut la nouvelle condition 

2 7 (tp+2q)sn—a, 

ba + 

:, compatible avec la condition déjà trouvée 

g 
x 
a 
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9. Avant de simplifier encore plus la forme F, remarquons que l’on 
peut donner aux relations L— o des formes variées sans qu’elles cessent 
de satisfaire aux conditions qui leur sont imposées. 

Supposons qu'on multiplie les relations L;— o par des fonctions 
quelconques de s, pourvu qu’elles soient rationnelles. Soit posé 


K,L, + KES dts Keb 0; 


K,, K,, ..., K,, étant des fractions irréductibles rationnelles en s. Soit 
s — À une valeur de s qui rend infinie une ou plusieurs de ces fractions. 
En décomposant le premier membre de |’équation précédente en frac- 

I 
s—h 
fonction linéaire des polynômes U et ne pourra être nul. 

Donc toute équation nouvelle L = o, étant entière en s et dépen- 
dant des autres dont le nombre est déjà &, est une combinaison de la 
forme 


tions simples, on aura un terme en dont le numérateur sera une 


2K = 0; 


où les coefficients K sont des polynômes entiers en s. 
Supposons qu’on remplace les équations L=o par les combinaisons 
qu’on vient d’indiquer, on aura, par exemple, 


M;=s"Vi — si Veo. 


Les fonctions V seront des combinaisons linéaires des U, et, si elles 
sont indépendantes, il faudra que leur nombre soit le méme que celui 
des U. Il est donc nécessaire que Xr = Ep, c’est-à-dire que la somme 
des degrés des équations M;= o soit la même que celle des degrés des 
équations L;= o. 

Inversement, on voit que, si ces conditions sont remplies, les deux 
systèmes L;= 0, M;= o peuvent être équivalents. 

On conclut de là que ce qu’il y a de fixe dans la dernière forme de F, 
c’est le nombre des variables x,,, et le nombre des variables y,,, qui 


disparaissent quand on introduit les nouvelles variables x et y. Quant 


au groupement des variables æ,, æ,, ..., x, pour former les variables x, 
il est aussi arbitraire que la manière de former les équations L; = 0 ou 
M,— O. 


‘aa 


e 
| 
Heu : SATA i). 

d ‘ee An) - 


vig 
rae 


In SAUVAGE. 


' 10. Note réduirons maintenant l'expression ri à une for 
Su © simple en nous appuyant sur un lemme que nous allons démontrer. 
“TE . Considérons la forme générale | 


F = X(aggs + bag)Tays— ÉAagTayp- 


Partageons les variables en deux groupes, d’une part les variables +,, 

© gy ces Las Viv Var ee. Yu» et d’autre part les variables æ,,,, ..., La» 

Yu... Je Nous représenterons les variables du premier groupe par 

la notation æ,, y, et les variables du second groupe par xg, ye, de 

sorte que les indices « et « pourront prendre les valeurs 1, 2, ..., 1 ; 
et que les indices 8 et 8’ pourront prendre les valeurs & +1,...,7. + 

L'expression F pourra s’écrire | 


Aww La Ya’ + LAug tas + ZAgy re Ya + DAge reyes. 


Remplacons maintenant xg et yg par xg+ hg et yg + kg, et nous 


- 2 aurons 
+ ey, ZX Ago! aYor + > Aug Ta(yg SS kg) 
= J + ZAga (xg+ he) ya + ZAge (xs + hg) (ye + kg). 
ee 
i Nous décomposerons cette expression en trois parties 
À > (1) ZA LoYa + ZA op La kg + ZABah8Ya + XAge ske, 
he SCI, Aap Taye + EABa xe ya + EAgg(xakg + yeahs), 
La. 
"2 (HI) ZAgsrsy8. 
3 | 
a. Nous supposerons qu'on remplace les indéterminées À et & par re 
fonctions linéaires des variables æ, et y,, et nous montrerons qu’on 
| peut choisir les coefficients constants qui entrent dans ces fonctions de 
. manière que la seconde partie prenne la forme 


(1) Zxs Pi + E ya Qu. 


Posons, en effet, 
Aj=hiyay+...+hyxy, 


kiki yi+...+ kipyy, 


et identifions les deux expressions (IT) et (I). 
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Il faudra que dans (11) le coefficient de sx, soit identique au coeffi- 
cient de x,,,. On devra donc avoir identiquement 


d'age + dass heayp = Dep + D pp hgany 
p BB’ p BR 
Il faudra que le coefficient de yg soit nul identiquement, quel que 
soit 6’, c'est-à-dire qu’on aura 
Gap + S258 Nga = Vars,8 + DS Ogg hg ait: 
8 B 


En donnant à 8’ successivement toutes les valeurs uw +1, ..., 2 on 


aura un système du premier degré qui déterminera les coetficients 


Ago, quand on connaitra les coefficients hea. 
Le déterminant | bgg | peut être supposé différent de zéro. Il est, en 


effet, le déterminant de la forme Ldggrg yg et l’on peut toujours, par 
des combinaisons préalables, faire que dans la forme 


2 Age xe yer 
le terme indépendant de s ait son déterminant différent de zéro. 
On voit done que l’on peut choisir arbitrairement h,,, ..., hy,, et 


calculer successivement 
: fes ee ey Rus, 


D ou 
Regie lun 
On pourra de même calculer les coefficients 4g,. 
L'expression (I) peut être ramenée à une forme analogue à la précé- 


dente, soit à la forme 
(1’) EroPi + Dye Qu. 


Posons, en effet, 
Py = Pari +2: + Pau Ju 


Qa = qui Li +... + JapLys 


et supposons le caleul qui ramène (II) à (II’) effectué, de sorte que 


wt) 
Le 


I 


a hee ie 
| {Baw ta) a = 2 (aixa's + baux) bid ’ 
cette fonction. 
Identifions cette forme avec la forme ( I’). Nous aurons 


Aux = Parvtye + Qa'+1,0 
f pace 
bax = Paw + Joa 


Il est facile de résoudre ces équations en p et g. Car les équations pré- 
TE = cédentes entraînent la relation | 

base = Pari,a + Qa',a+t 4 
et, par suite, on aura à , | 
Aux — Dar, = Qx+1,a — Ya,a+1» 


c'est-à-dire que l’on connait les différences de deux termes successifs 
dans une même direction diagonale du tableau | 


is os +. Jip \ 
Qui Yo, ++ +s Jays 
ua» Fi ++. Guy 


I suffira donc de prendre arbitrairement les termes de la première 


ligne et de la dernière colonne par exemple, et les autres termes s’en 
déduiront. De plus, la relation 


| Pax = byx — Tans 


donnera ensuite tous les coefficients p. Elle montre même que l’on 
pourrait se donner arbitrairement 


ins Qies ++ +> Qius 
Pits Pis ++. Qius 
au lieu des arbitraires indiquées plus haut. | 
En résumé, on peut poser 


Zaire — Zzx,P!, + Dye Qy == X2,,P, he Za! On = XAge rg yg, 


SEE ee | COMPLÉMENTS A LA THÉORIE ree DIVISEURS nuits. 23 a 
a eas SS | 
* EE u plus simplement, en réunissant les termes de même forme 1 + 
"te reed ‘ . a re PU 
ne - | ÉAuaayp = EtiPo + Eye ‘Qu + FApg ae - ie 
2 Er - Ê “4 
ie ' ! 
mee © “Ai. Ilest maintenant facile de ramener |’ expression ; ph 
CR . oe 
ee P= nt + oly + (rie. ) | we D. 
48 : Ae Bagg is +5 Wary Vas Yes) 7e 
_ aa a 
à une forme simple définitive. : | 
 SiF’ ne renferme que des variables « æ' et y' indépendantes des va- 4 
oe, riables a‘ et y{ qui servent de coefficients aux y et aux a, la forme F 
<= Put. - —-“ - i FA : + = € 
> sera décomposée en deux parties : la première qu’on vient de mettre 
en évidence sous les deux signes &, et la seconde qui peut être traitée 
CE par les règles ordinaires et indépendamment de la première. , 
£ Mais, en général, les x’ et les y’ seront des combinaisons linéaires 


des anciens x ou des anciens y qui ne servent pas à former les + ou 
les y. Dans ces conditions, on pourra exprimer un certain nombre de 
variables a’ et y’ au moyen des 2 et des y, car ces dernières variables 
sont indépendantes. 

Or le nombre des variables x’ est Xp et le nombre des variables y 
est Xq. Supposons que l’on ait, par exemple, | 


ge eae Zp=<2q, 


nous exprimerons Sp variables a’ en fonction des x et Lp variables y’ 
en fonction des y’, de sorte que l’expression F’ prendra la forme 
F(z}, ea pat Do ioe Be Van ae LB Vaste 1 Y8 5), 


et, d’apres le lemme établi plus haut, pourra se mettre sous la forme 


Ep . CN) 
DAT Mes me Ss one En ts: +> ¥ Bs 5)s 
fo Eco | GA 


Po 


F” renfermant des variables a indépendantes de celles qui entrent 
_ dans les termes précédents. 


ET A 

ARS 

f ier FA VAT 
1 0 OR TE 


En réunissant maintenant tous les termes semblables dans un 


L.CSAUTAGE, 0 0 eee 


a) 


terme, on peut écrire 


FaX(yizi +... + yhah) + (air +... Fad + PE, - 


et supposer que les variables 


i fie a zi. x! x! - 
Hy wey Lay Lyy +++, Ly Lys +++» SB. A 


à sont indépendantes. Leur nombre est xn — &. Or le nombre des y étant 1 
| le même et le déterminant de la forme F n'étant pas nul, il faut que : 
| les variables | | 


Pirate JT etre ie 
au nombre de n—@ soient aussi indépendantes. On pouvait donc avoir : 
Èp£<Ègq, 
et alors le nombre 6 satisfait à la relation (') 
tp+Bsn—o. 
à 12. Si l’on considère les variables indépendantes 
es: Ds sp"), PO 


le déterminant de F, qui n’est pas nul, se réduit au déterminant de 
es F”. Done F” peut être ramené à une forme simplifiée par l’application 


r. À UE 
Fe des regles ordinaires. 
ks 13. En résumé, on peut énoncer la proposition suivante : 
ah Etant données deux formes bilinéaires f et 9 aux mêmes 2n variables, 
28 on peut former deux combinaisons distinctes 
A 
i 1 
" mf+no, 
Fr mf+n'o, 
; 
É 


| (*) Pour p =o, on peut ramener F a une forme d’un nombre moindre de variables 
: indépendantes et la réduction est immédiate. Si l’on écarte ces cas, le minimum de & 
sera et l’on aura alors 8 = 7 — 3w. Or B est positif, donc on an > 30, c’est-à-dire _ 
le maximum de o est le plus grand entier contenu dans 5 
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au moyen de quatre constantes m, m', n, n’, dont le déterminant ne soit 
pas nul, de manière que la forme 


F=(mf+no)s+(m'f+n’'g), 


qu renferme une indéterminée s, soit réductible a plusieurs groupes de 
termes à variables indépendantes ayant respectivement les formes 


Vik Son «+ Vp py 


Dale om lo ls 


— (8 — 8;)(&n) es — (Ën)e =. 


Les diviseurs (s — s;)*% sont les diviseurs élémentaires d’un certain déter- 
minant de degré BSn — © — Xp — Xq que l’on a appris à former; & est 
l’ordre des premiers mineurs qui ne s annulent pas identiquement dans le 
déterminant de la forme F; les nombres p,, ..., p;, q,, +++» Qi sont les 
degrés respectifs en s des relations à coefficients indépendants qui relient 
les dérivées partielles de F. 


14. Si l’on considère deux formes quadratiques @ et 9 aux mêmes 
n variables x,, ..., æ,, elles ont mêmes déterminants que les formes 
bilinéaires 


et ces déterminants sont symétriques. De 1a résulte le théorème dé- 
montré par M. Darboux pour les formes quadratiques : 


Etant données deux formes quadratiques, on peut toujours en former 
deux combinaisons linéaires distinctes de manière que la forme 
(m@ + n2)s+(m'L+n'Q) 


sou décomposable en plusieurs groupes de termes ayant respectivement les 


formes suivantes : 
BLE. 1  LpLp 


— (5 — 1) (EE er — (EE Jess 


les variables a’, x et & étant indépendantes: 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome X.— JANVIER 1893. 4 


Me 


CS En ni je coeficient di 
ae buts on aura les expressions 


avec mêmes variables indépendantes. 
On aura, par exemple, 


“ 


a 


S HMB H eH ply +H + 
P—=Yita tie. + YpPpui + 2 Y_ + 


D) 
+ Bey pu + Es;(En). re Z(En Je;—1- 


On a des résultats analogues pour les formes quadratiques. 


16. Considérons un groupe de termes tels que 
WO +-. Dp Dp + Vacs it On Pgs 


et formons le déterminant de cette forme en prenant pour variables 
indépendantes les x et les +’, les y et les y’, et, en outre, © pa Cl ye 
Nous obtiendrons le déterminant 


IOs 26500 PE 
010,707 06 

> 
OO). aes eal O 
00s. .* 00 


ou encore, en échangeant les lignes, sauf la dernière 


ODA SLT Op 


00 00 
10 00 
00 00 


Or, si l’on se rappelle que, si l’on pose 


” 4p+.bg =u, 
84 —hp=», 


et si le déterminant ga + hb est différent de zéro, uw est le seul di- 
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viseur élémentaire du déterminant 


00 Se O Fu 
00 sie CuO 
ONDES TORTUE 
pu BNC 000 
uo aire 000 


on peut dire que dans la forme précédente, il y a un diviseur élémen- 
taire u° ou (ap + bq)° devenu indéterminé [§ V de la Théorie des divi- 
seurs élémentaires (Annales de l’École Normale supérieure; 1891)]. 

On peut alors considérer la forme du déterminant canonique du 
§ V de la Théorie des diviseurs élémentaires comme étant tout à fait géné- 
rale. On aura donc dans tous les cas 


DOM CL INOORE. A 00 
O0 Et 0.) 00) -. 4-9 (00 
(OU ons WO | Ce 555) we 
UT OMR OO If DORE RE OO 
DOS ONE Mae FOO 000.2 02 |. D 
OO O0 MODELO 
COMTE MR OOF Cin eae 100 
OOM ME te OOM ET Ole | 00 


@. 


même quand certains diviseurs élémentaires u*, u3, ... deviendront 
indéterminés. Cette indétermination correspond aux divers groupe- 
ments de lignes et de colonnes que l’on peut faire alors dans [P, Q| 
sans en changer la forme, ces divers groupements étant déterminés 
par les diverses formes des équations L;— o. 


17. Pour que deux formes f et © puissent être transformées en deux 
autres formes f' et o', il faut et il suffit : 
1° Que le nombre & soit le même pour les formes 


F= fs +», F'=f's +9; 


‘ 
z 
ib 


i a. a US TO. a 


Pee D | L. SAUVAGE. ARRET | 
' . (ae ee, RATE 
2° Que les degrés en s des équations L;= 0, L;— 0 puissent être ra 


menés les uns aux autres ; 
3° Que les formes à déterminants non nuls 


F" et F’, 
qui servent à achever les décompositions de F et F', aient les mêmes diviseurs 
élémentaires. 


Ces conditions nécessaires sont évidemment suffisantes, puisque l’on 
pourra ramener F et F’à des formes réduites identiques. En égalant de 


part et d'autre les variables correspondantes, on aura les substitu- 


tions qui transforment f et 9 en f” et 9’. 
On peut énoncer d’une façon synthétique le théorème précédent de 
la manière suivante : 


Pour que deux formes f et ® puissent étre ramenées à deux formes f° 
et o', u faut et u suffit que les déterminants des deux formes fs + 9 
et f's + 9' aient mêmes diviseurs élémentaires. 


Mais alors, dans cet énoncé, interviennent les diviseurs élémentaires 
indéterminés, dont la signification est fournie par les parties 1° et 2° 
de l’énoncé complet donné plus haut. 


Il. 


18. De la décomposition du déterminant 


AyA+ bis ...  anÀ+ bi 


Daya ate Ons + Se Ann À ats Onn 


en diviseurs élémentaires, on a déjà pu tirer un certain nombre de 
propositions intéressantes. Nous nous proposons maintenant de revenir 
sur quelques-unes de ces propositions, et d’en ajouter d’autres. Toutes 
ces propositions seront des corollaires de la théorie générale. 


19. Pour décomposer A(A) en diviseurs élémentaires, on doit ré- 
LEA » . . 
soudre l'équation A(A) = 0; nous dirons que cette équation est une 
équation en À. 


COMPLEMENTS A LA THÉORIE DES DIVISEURS ÉLÉMENTAIRES. 29 


Parmi les cas particuliers de cette équation, il y en a un assez im- 
portant pour que nous lui donnions une désignation spéciale. Nous 
appellerons équation ens une équation de la forme 


by,-+ as lings ae oe 
b betas... 5 
A(s)= 21 22 + Dan — 0, 
Ont One sere Onn + as 


où les coefficients sont réels et symétriquement égaux, et où l’in- 
connue s n'entre que dans la diagonale principale avec un seul et 
même coefficient. 


20. Ilya une différence essentielle à établir entre une équation en À 
et une équation en s. Cette dernière a toujours n diviseurs élémentaires 
sumples et réels. 

M. Darboux a démontré, par un procédé d’une grande généralité, 
au § VI de son Mémoire sur les formes quadratiques, que l’équation 
en s a toutes ses racines réelles et que tout diviseur (s —s’)? du 
premier membre A(s) ou B,(s) divise aussi B,(s), B,(s), ..., B,_,(s), 
c’est-à-dire le déterminant A(s) bordé o fois, 1 fois, ..., p — 1 fois 
avec des arbitraires quelconques. Ces théorèmes reviennent à dire que 
le déterminant A(s) a tous ses diviseurs élémentaires réels d’abord et 
simples ensuite. | 

On peut suivre d’autres marches pour démontrer cette proposition 
analytique si importante. 

Considérons, par exemple, les deux formes quadratiques 


Sri. +}, 


9 = ZAusta + 22Au8tayB Root T7 ni). 


Puisque la forme f ne peut s’annuler qu’en égalant à zéro toutes les 
variables æ, si la forme 9 a ses coefficients A réels, il est nécessaire 
que le déterminant de la forme fs + ait n diviseurs élémentaires 
simples et réels (*). Comme conséquence, les racines de toute équa- 
tion en s sont réelles. 


(1) Voir la proposition de M. Weierstrass, au § VI, n° 52, de la Theorie des diviseurs 
élémentaires. 


_ forme canonique 


AIS} =) 


‘ i eas, Qin as gi 


à 


Plus généralement on “hee appeler équation en s toute équation 
qui a » diviseurs élémentaires simples et réels. Car, d’après la théorie 
des formes bilinéaires, on pourrait ramener cette équation en s à la 


° S— Sy fe) nih oO 


22. Les équations en A servent, comme on l’a vu, dans la théorie 


des formes bilinéaires ou quadratiques. Mais, partout où l’on trouvera 


des équations ou des déterminants A(A) en A, la discussion sera faci-. 


litée par la notion de diviseur élémentaire. 

En voici un exemple intéressant, que nous avons déjà traité rapi- 
dement en appliquant la théorie des diviseurs élémentaires à la re- 
cherche des propriétés des intégrales des équations linéaires ('). 

On sait que l’on a identiquement 


(1) Lyre. + Enfn =a tee +L ns 


si l’on a les équations Eric 


(2) i= Cy ey +...+ Cin ry, . 

(3) | yi Cuy ++ Cay AE aay ess 
On aura de même identiquement 

(1°) Xyi+.. + XaYn= XiTi +.-- +X Yn» 

si l’on a 

(2!) X; = Cy, X,+...4+ Cy X,, 


(1) Voir le § VII de la Théorie des diviseurs élémentaires. 
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et de nouveau les équations 
(3) Hi GiYi +... + Cay). 


Peut-on ajouter à ces équations évidemment compatibles deux nou- 
velles relations de la forme 


(4) My Sl yp Vy ae lin Cry 

‘) Xi anti +... + ann? 
Si les sept équations (1), (2), (3), (x’}, (2°), (4), (4’) sont compa- 
tibles entre elles, il devra en étre de méme de leurs conséquences. 
En particulier, si nous éliminons les X et les X’, nous aurons l’équa- 


tion 
Eyifanti +... + Ainkn) = Ly; (a), Li +... + Min Ly) 
ou encore 


(5) Za;;æ;yi= Za;;x;yi. 


Nous voyons done que l’on devra avoir à la fois cette équation (5) et 
l’équation 

Devi ae re EnVa dia tit Lun 
à la condition suffisante que l'on ait 


(2) D = Cyne, +... + Cindns 
(3) Vi Cay +. + CniVrs 


c’est-à-dire que les substitutions (2) et (3) devront transformer à la 
fois les deux formes 


(1) Za;;x;y; et Ley; 

dans les deux formes 

(II) DUT CAN Hel LAN 
On en conclut que les deux déterminants 

1, ; = j À 

Op ee 10) 


|aij—deij| et la; —dc;;l (= 


auront les mêmes diviseurs élémentaires. 


- 
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Réciproquement, si les deux déterminants précédents ont les mêmes 
diviseurs élémentaires, on peut, par des substitutions linéaires, trans- 
former à la fois les deux formes (I) dans les formes (II). Mais alors, à 


cause de la relation aut 
LEY i LLY i» 


il faut que la substitution faite sur les y soit inverse de celle faite sur 
les x, c’est-à-dire qu’on aura les relations (2) et (3). 
Ensuite, on peut écrire 


> tn De (Su)= 2x" 


1 


Deéscir= DA aij x) DR 


é J 


On doit donc pouvoir ramener directement les formes DS yix et 


Due l’une à l’autre, en choisissant convenablement les relations 


a 


entre les X et les X’. Or ces relations seront nécessairement ( 2’), 
puisque les y satisfont déjà à la relation (3). 
Donc les X’ sont liés aux X par les mêmes relations que les 2’ aux +. 
On peut énoncer ces résultats de la manière suivante : 


L 


Si par le produit de deux substitutions dont les déterminants sont | a;; 
et |C;;| on passe des variables X’ aux variables x, et si l’on peut de 
méme passer des mêmes variables X' aux mêmes variables x par le pro- 
duu de deux substitutions aux déterminants |C; j|et\a;;|, les déterminants 


t 


[@ij—eyzA| et | ai; 


— &ijÀ| 
auront mêmes diviseurs élémentaires. 

Réciproquement, si ces déterminants ont les mémes diviseurs élémen- 
taires, on peut déterminer une substitution |C,;\ telle que les deux produits 
de substitutions |a;;| <|C;;| et |Ci| >< |a;;| soient les mêmes, et alors 
les X’ seront liés aux X par les mêmes relations que les x’ aux x, les X et 
les x’ étant les variables intermédiaires. 
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23. Nous rappellerons aussi la discussion du système d'équations 
linéaires | 


J a Cr pesca . Yaad RE « i, f 
) Qi jp Hyp ky; jp RE HMO OVNI COG | PEN ER A Br E 


i 


sachant que le déterminant 


ies À .. Ain 


An eee ann — À 


admet les diviseurs élémentaires A%, Ae, ..., À. 


Nous ne reviendrons pas sur ce calcul que nous avons donné d'après 
M. Horn (‘). 


Il. 


24. Les formules de réduction des formes bilinéaires ou quadra- 
tiques, étant tout à fait générales au point de vue algébrique, peuvent 
être compliquées d’imaginaires qu’il soit utile de chasser dans des 
questions sur les formes à coefficients réels, par exemple dans les pro- 
blemes de Géométrie analytique. 

Considérons alors deux formes quadratiques P et Q a coefficients 
réels, et supposons qu’on puisse choisir deux constantes réelles geth 
telles que le déterminant de la forme gP + AQ ne soit pas identique- 
ment nul. Si (a;p + b;q )'iest un diviseur élémentaire quelconque du 


déterminant 
Gup +bng ... np + bi: 


Ani P Sir big ee Qian P aie Ding 


et satisfait à la relation ag + bh =1, on sait qu'on peut poser 


P= AE CEE e+], 
DÉPART eet AAA PME 


nous nous proposons de ramener ces formes à d’autres équivalentes ne 
renfermant plus d’imaginaires. 


(1) Voir le § VIL, n° 69, de la Théorie des diviseurs élémentaires. 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Janvier 1803. 


| Le SAUVAGE NN (1 PR MINNRNNNRS 
On sait qu’on détermine les & par la formule générale (') 


OUT M: 
- ; ae” “VBo Bo 


=~ Dans cette formule ne s’introduit qu’une irrationnelle. Nous la repré- 
= 


Sythe bette 


ee __ senterons par yc, c étant le même pour tous les Ge quels que soient. | 


leurs indices inférieurs. Nous poserons done 


pi Em = Ve cay 
quel que soit l’indice m. 
Soit (a;p + 6;q)% un diviseur élémentaire quelconque : 
1° Sile rapport — x a, est réel, a; et b; sont réels en même temps, puisque 


l’on a a;g + bih — 1. Il s'ensuit que les £’ sont à coefficients réels et, 


si ve est imaginaire, il sera de la forme + 4 — 1, de sorte que, dans 


les produits £, l'imaginaire disparaîtra. On pourra done poser 
(Ee )e= E(EE Jes 


en posant ¢ == 1 et en introduisant # dans £’. 


: b 5 tak a Re . 
2° Si le rapport — est imaginaire, alors au diviseur élémentaire 


di 


(a,p + 6;q)% en correspondra un autre (a,p + b;q)% conjugué du pre- 


mier. De plus yc et Ve auront des valeurs conjuguées, et les Ë seront 
conjugués des 5. Posons alors ; 


n ‘ uit; +V=Tr 1 4’, = a; —V—1 4, 


a; = 
aa us” : ' a jee à 
ae bib; +V—10i, b; = bi —V—1 8%, 
À En = La qua) Vie I eS af —V—1 aes 


= 


à | Nous aurons pour un terme quelconque de Za;(&£) 


i (a'+V=1a") +) (ee + V1) 


(1) Théorie des diviseurs élémentaires, § IV, n° 26. 
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ou encore 


(a! ra") [ut — tak) + TES + Bes). 
Nous aurons dans Za,(£Ë), une somme de termes conjuguée de la 
précédente. En ajoutant, nous aurons l'expression 
2a! (Ets — EsEG)— 20" (Es + tne). 
Nous trouverons donc dans Za,(Ë),,+ Da;(£5),, la somme 
mee (ee) (ee ET 4a" (PE). 
Nous trouverons de même dans 2b,(E£), + 20;(25),, la somme 
Zlob (EE a — (BE ei] — 48" (HE al. 
Nous traiterons de méme les sommes 


—h2(e)e1 et gZ(ÉE). 


Il est sans intérét de réunir ces résultats dans des formules d’en- 
semble; il n’y a lieu de retenir qu'un fait : c’est qu’au point de vue 
de la réalité il faut non seulement tenir compte des diviseurs élémen- 
taires (a;p + b;q)‘i, mais encore des irrationnelles Ve qui leur corres- 
pondent et qui peuvent modifier les signes. 

Abordons maintenant la discussion des équations en À qui se ren- 
contrent en Géométrie analytique, sans souci des imaginaires qui se 
présenteront; car nous saurons nous en débarrasser quand cela sera 
devenu nécessaire pour la discussion géométrique. 


25. Soit d'abord l'équation 


A+AA' B+32B 


D ici c 


=O. 


qui correspond aux deux formes quadratiques 


P=Az? +2Bzxy +(Cy’, 
Q=A'xz?+ 2B'xy + C'y’. 


1° Le déterminant A,(A) a deux diviseurs élémentaires A — A, et 
À — },. On peut avoir A, = Az. 


Le re + pe 
Me 4 Fr. iq 
we 7 D a > 


7. PR 
{vie SAUVAGE. it +5" À AFFAIRS: 


Te nea formes te se ramener à 


P,=AXi+ Keka 
A P,=— X?— 


vit à , TRANS 
2° Le déterminant A, (À) a un diviseur élémentaire double À — À,. 


On pourra poser 


== Ay (Xi Xo+ Ko Xi) + X, Xi = 2A, Xi X.+ Xi, 
Q,=— (Xi X,+X 2X 1) =— 2X, Xe. 


On voit que les formes P, et Q, ont en commun le diviseur linéaire X,; 
on en conclut que les formes P et Q doivent avoir en commun un divi- 
seur de la forme ax + By. 

De là résulte que, pour qu’il y ait un diviseur linéaire commun a P 
et à Q, il faut et il suffit que l’équation en À ait une racine double, ou 
encore que l’on ait à 


(AC’+ CA’— 2BB’)?— 4(AC — B?)(A'C'—B")= 0 


ou ‘ ; 
(AC! — CA‘)?— 4(AB'— BA’) (BC!— CB’) =o. 


On retrouve un résultat bien connu. 
Passons à la discussion géométrique, en partant des formules ré- 


duites que nous venons d'obtenir. 


a. A,(A) a deux diviseurs élémentaires réels À — A, et À — Ay; A, et 


À, sont de mêmes signes et Ve, et Ve, sont réels. 


Ona 
P= A,X?+2,X2, 


Q=— X? —X?. 


Les deux faisceaux de droites représentés par les équations P = o, 
Q =o sont composés de droites imaginaires conjuguées. 


8. Mêmes hypothèses, mais ye, et Ve, sont imaginaires. 
On posera 
P=—2,X'? +2, X"2, 


Q= xX? +x, 


Memes résultats que dans le cas précédent. 
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y. Mémes hypotheses, mais yc, est seul imaginaire. 


On posera 
P=A,X?—2,X2, 


Q= X? — xy. 


Les quatre droites sont réelles. 


5. A, et A, sont de signes contraires et Ve, et Vc, sont réels. 


Ona 
Ay X$— A, XG, 


DE 


Les droites du faisceau P sont réelles, celles du faisceau Q sont ima- 
ginaires conjuguées. 

e. Mémes hypothèses, mais yc, et Vc, sont imaginaires. 

On posera 


P=—2, X24 U2, 
Q ie X? ve x, 


Mémes résultats que dans le cas précédent. 
€. Mêmes hypothèses, mais yc, est imaginaire. 


On posera 
PNA Xe. 


Q—— X? +X”. 


Les droites du faisceau P sont imaginaires conjuguées, celles du fais- 
ceau Q sont réelles. 
n. A, et À, sont imaginaires conjuguées; alors yc, et yc, sont aussi 
imaginaires conjuguées. On posera 
P — 2 fois partie réelle de (X + A"V/—1) (X'+ X"V—1)" 
ou encore 


P — 2 fois partie réelle de (A! + a"/—1) (X?— X"4 2X/X"/—1) 


ou encore 
P =o (X?— XP) — An’ X'X". 


De méme, on aura 
Q — 2(X/? — MeN 


ue COURT NE 
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: Me PRE % De: 
Donc les faisceaux P et Q se composeront nécessairement de droite ales 


réelles. | : 
On voit que, lorsqu'il y a deux droites imaginaires conjuguées for- 
mant un faisceau, les racines de l'équation en À sont nécessairement 
réelles, ce qui est d'accord avec le théorème de M. Weierstrass (*). 
0. A, et À, sont égaux. On a 


PHA(Xt4+X), Q=—(Xi+ XD. 


Alors P et Q ne diffèrent que par un facteur constant. Il est facile 
de voir que l’on a 


Tous les mineurs du premier ordre de A,(A), c'est-à-dire tous ses 
éléments, s’annulent à la fois. 

Les deux faisceaux P et Q coincident. 

1. A, (A) a un diviseur élémentaire double À — A,; À, est forcément 


réel. Suivant la réalité de ÿc,, on a 


P= (2A, X,X.-++ Xi), 
Q =, DNA. 


Les deux faisceaux ont une droite commune. 

Nous avons donné tout le détail de la discussion géométrique pour 
servir d'exemple dans les questions analogues que nous traiterons plus 
loin et sur lesquelles nous n’insisterons pas. 

Encore quelques mots sur la question de Géométrie. Pour que les 


quatre droites des faisceaux P et Q forment un faisceau harmonique, 
il faut et il suffit que l’on ait 


Ay = AS == O0 
ou encore 
AC'+ CA'= 2 BB’. 
C'est une condition connue. 
\ ’ ee FANS . 
Dans le cas où l’on a un diviseur élémentaire double et où les quatre 


‘ ey, tat ad ee à 
(1) Théorie des diviseurs élémentaires, $ NI, n° 32. 


a" 


e+ © 


À pn 


ff 
a ae! 


NC 
© ms 


as = à 
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droites forment un faisceau harmonique, on a nécessairement 
(AC — B?) (A'C'— B"*) =o, 


’ 5 2 ’ Q Q . 
c'est-à-dire que l'un au moins des faisceaux doit se composer de deux 
droites confondues. On en conclut la condition précédente 


AC! + CA'— BB! 


qui est donc tout à fait générale. 

L'équation en s est un cas particulier de l'équation en A: celui où il 
y a deux diviseurs élémentaires réels. ie 

Un théorème d’Algebre a autant d’applications que l’on peut donner 
de significations géométriques aux lettres qui entrent dans les iden- 
tités. Par exemple, au lieu de considérer, dans P et Q, les lettres x 
et y comme des coordonnées cartésiennes, on peut les considérer 
comme des coordonnées tangentielles. On aura alors à étudier les re- 
lations de position entre quatre points sur une droite. 

Enfin faisons une dernière remarque. Les quatre droites (ou les 
quatre points) sont réelles dans deux cas: 1° À, et A, sont réels et 
l’une des quantités ÿc est imaginaire; 2° A, et A, sont imaginaires. Il 
est facile de voir que, dans le premier cas, deux droites d’un faisceau 
comprennent une droite de l’autre, et que, dans le second, les deux 
faisceaux forment des angles intérieurs ou extérieurs l’un à l’autre. 
A ces résultats correspondent les signes du discriminant de l'équation 
en À, c'est-à-dire 


(AC'+ CA'— 2 BB’)?— % (AC — B?) (A’C'— B”), 


ou encore 
(AC'— CA!) — 4(AB'— BA')(BC'— CB’). 


Ces résultats sont encore bien connus. 


26. Nous ne donnerons aucun détail géométrique dans l'étude de 
l'équation 
AuÂ<+ Bi ApA+ Bi. Ass + Bi 
A3 (A) =| AuÂ+ Boy A+ Be Ag3d + Bas | — 0. 
Ash By, A+ Bz. A3 + Bas 


ù . à. : 
ee oe Un 

ple Bor «i, LES LC 

oe A sic 
a : tu ry ‘Tees: 

On sait qu’elle intervient dans la recherche des sécantes cor 8, 

% ou des points de rencontre des tangentes communes a deux coniques. 

7 | Les cas principaux de la discussion seront les suivants: 

a 1° Le déterminant a trois diviseurs élémentaires À — À,, hi Ky NES 

À —2,; on peut avoir deux ou trois des quantités Aus Aes As égales 
wou entre elles. he 
by | On pourra ramener les deux formes 


ne 


LA 40 SE M eA UNE Ce 


a, À | ‘Pe Ana ee 2RAag re XB, 
Q = > Baw v2 + 22 A 48TaTs 


aux formes 4 
P,—=NX Ke 4 


Qi X= XP Xf | 


4 


Dans ce cas rentre celui de l'équation ens, A,(s) = o. 
2° A, (À) a un diviseur élémentaire double À — À, et un simple — 
À — À. On peut avoir À, = À. 


On posera , 
P, a (X,X.+ X,X,) Se x? Se A, X2, 


Q, — (X,X.+ Ks. Xi) — Xi. 


39 A, (A) a un diviseur élémentaire triple À — À,. 

On posera 

a | P,= A, (X,X3-+ X2-+ X,X,) + (XX: + X,X,), 
Qi = — (XX X3+X;X,). 


a 4° Si les formes P et Q dépendent bien à la fois de trois variables 
‘aa indépendantes, on ne peut pas supposer que les mineurs du second 
} ordre soient tous nuls & la fois, mais on peut supposer que ceux du 
b premier ordre s’annulent tous en même temps et identiquement. 
an Dans ce cas, on posera 
me | P,=X,X,, 
. #70 Q,=X,X,. 
| 27. Discutons encore rapidement l’équation 
AuA+ Bi AyA+Bi. AygA+B,, Ayt+By 
Se A1) = Ay A+ Bs, As Ba: As3A+ Bz; A+ Bo 


_ A3s,A+ By À 9 À + Be Ass Ast Das Ag, + Bs, 
à AyA+ By Au + By. AysA+ Bis Au + Bu 


‘ ER re 


rs : de Piss A ge a? A - 3 a 
; 7” Les . x FR i Fu 
eee rae ~ 6 + f 
| DES DIVISEURS | ÉLÉMENTARES. Vire, 


cas. — Le déterminant A, (X) a quatre diviseurs élémen- 
a Mea N= hy, = Aas les quantités À,, he, Mes 

tre égales les unes aux autres. © 

‘amenera les formes générales P et Q à 


| Ba — Pie == À: X? + À X? sn Lik, 
Q,=—X}—X}—Xj}—Xp. 


ans ce cas rentre celui de I’ tee en s. 


ef | Deuxième cas. — On a un diviseur élémentaire double À — A, et 
deux diviseurs simples À, —X,, À — fe Les quantités À,, Nee Ag ne 
: sont pas nécessairement distinctes. — 

2 On posera — Pees 

CCR ee NN OX he Xe, 

a Q,=—(X)X.+ XX) —XZ— Xz. 


Troisième cas. — On a un diviseur élémentaire triple A — A, et un 
_ diviseur élémentaire simple À — A,. On peut avoir A, = A,. 
On posera 
Pp Ay (XXE X + XX) +X Xe XX +A. Xi, 
x > Q,=— (X,X;+ X?+ X3;X,) — X? 


Quatriéme cas. — On a un diviseur EM gueerapl A—A,. 
_ On posera 


Ph (M KE XXE XX X, X,) + (Xi X3-+ X5 + X: Xi), 
i Q,=— (X,X,-+ X.X3+ XX + KIXr). 


Cinquième cas. — On a deux diviseurs élémentaires doubles À — À, 
et A—A,. On peut avoir À, = ke a 
On posera ; 

de. Ph (Xi Xz XX) + XÉ+ Ds (Xs Xo XX) + Xb 
a Qi =—X?—X}. 
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Pe ta ee 
i De 


AE Pee eres la fois de quatre variables na or 


on a 
P; ee 


Q: = Xs Xa Xi. 


7 


Il est entendu que l’on a PRESS les formes P et Q PRE l'application” 
de la théorie générale. + 


28. La discussion précédente s'applique à la classification des dé- 
veloppables circonscrites à deux surfaces du second ordre. Il suffit 
d'interpréter les équations dans le système des coordonnées tangen- 

_tielles. 


Pik re S. MANGEOT. _ 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE TROYES. 


> 


- 


it, en coordonnées cartésiennes rectangulaires, RSS #1 
| LE 
Ts CAE peers - | 

: ù ‘ 


3 


puation entière, à Rent réels, d’une cubique autre qu'un MT 
ystème de trois droites parallèles. — | . 
_ Siles deux constantes 6 Pare tf : TRS 
7 Ss ee 0 (af of ; User os) 

A re du fe ie dé: dy ie "op 


is ru te ! 


CE ges 
ot Oxdy — = 


ee a - si A 


orsque les trois directions asymptotiques de la courbe ne sont pas 
confondues et, dans le cas contraire, par la formule 


#: ex UT 


Æ ey 
Ox es oy? Ox OY : 


à 0, ra =o, la cubique a au ps un axe, et, s’il existe, son n éque 
a est LE 
ue 0% — —(y—6) 2% =o. 
ci . Lorsqu'on a simultanément = 0. 3 = — o, la courbe admet trois 
ne. axes, qui sont définis par la formule | 
ae ’ PS - o(y — Fees À 4 
i o(a,y) désignant l'ensemble des termes du troisième degré de È 4 
S(ay) C)- a 


On peut encore faire usage du théorème qui suit : 
Quand l’un des nombres a, b est différent de zéro, pour que la cu- 
: “tet ir ait un axe, il faut et il suffit que l'expression b of — a admette 
un facteur F de la forme bx — ay + const.; et I’ aes de l'axe est 
FS 0; 


Dans le cas où Ponaa=o, b= 0» la condition pour que la courbe 
ait au moins un axe est 
alae GENE 
a4 =i) se: 


(1) La question peut être considérée comme résolue, parce que, étant données les 


équations d’une droite et d’une courbe algébrique, on sait reconnaître si la droite est ou 
n'est pas axe de la courbe. 


SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES 


DE 


QUELQUES SURFACES ALGÉBRIQUES, 


Par M. X. STOUFF, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


Ce Travail a pour objet l'étude des lignes asymptotiques de quelques 
surfaces. Je m'étais proposé d’abord de déterminer les surfaces sur 
lesquelles les lignes asymptotiques forment deux systèmes analytique- 
ment distincts; le discriminant de l'équation du second degré qui, 
donne, en chaque point de la surface, les directions des asymptotes 
de l’indicatrice, doit étre alors le carré d’une fonction douée sur la 
surface d’une valeur unique, mais pouvant avoir deux valeurs pour 
les points situés en dehors. Ce discriminant n’est autre que le hessien 
à un facteur carré pres. Ce dernier polynôme considéré comme fonc- 
tion des trois coordonnées d’un point de la surface, augmenté d’un 
multiple convenablement choisi du premier membre de l’équation de 
cette surface, doit être un carré parfait. Dans le cas des quadriques, 
le hessien est une constante; les deux systèmes de lignes asympto- 
tiques ou, ce qui revient au même, les deux systèmes de génératrices 
rectilignes, sont séparés par l’adjonction de la racine carrée du hes- 
sien. Cette remarque m’a engagé à chercher si cette propriété des sur- 
faces du second ordre ne pourrait pas être communiquée à des sur- 
faces du troisième ordre enveloppées par des quadriques. J’ai obtenu 
incidemment une classe étendue de surfaces du troisième ordre dont on 
peut déterminer les lignes asymptotiques à l’aide des fonctions ellip- 


at. 
“ | sTOUFF. vl 


ae 
; ù tiques. Une partie de ces s surfaces Ut oprié 
A4 : Enfin j j'indique quelques autres surfaces répondant la qu 
Soit hs 3 


Jarre) = A + A AS ge 
j (1) +aBas+aB'ay+a0æ+2Cy+2l's+F=0 


l'équation d'une quadrique. Soient X, Y, Z les demi-dérivées partielles _ 
de f(a, y, =); les lignes asymptotiques sont déterminées par les deux 


équations ; 

BOY es (2) Xdxe+Ydy+Zds=0, 
LEE (3) Adx?+AÀ'dy? + A" ds: + 2B dy ds + 2B' dx ds + 2B" dx dy — 0. 2 a 
a. : a 
a ; 
En éliminant dz entre les équations (2) et (3), on obtient l’équation 


A'X2— 3 B'XZ + AZ?) dx? + 2(A"XY — BXZ — B'YZ + B'Z:) dx d 
(a) À | ly 
| + (AM? — 2 BYZ + A'Z?) dy? = 0. 


Le discriminant de cette équation est, en faisant abstraction du fac- 
teur Z? égal à 


A> BY -Boax 
BU AC TB ota 
B''h A7) 
ARR aay APN LE 


en tenant compte de l'équation (1), ce déterminant se réduit à 


A B' B': C 
Be ATCUR EC 
B' B A" @ pe H, 
io ts an 


c'est-à-dire au hessien. Les lignes asymptotiques ont donc pour équa- 
tion différentielle 


a dy _ —A"XY + BXZ+B'YZ—B’2? + 2H 
a de — AY 2BYZ + AUP? ; 
at. Les deux systemes different done par le signe de /H. En désignant 
aoe par H, par exemple le mineur du déterminant H relatif à A, cette 
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équation peut s’écrire 


(5) 2% — —Hrey + How + Hey — Hy + (Bie +By + A's + C')VH 
5) Ic a UNE 
x — Hew? + 2Hex — Hy 


L’équation des lignes asymptotiques sous forme finie est, en désignant 
par m un paramètre arbitraire, 


_ Wray — Hew — Hcy + Hp + (B'2 + By + A's + C')VH 
Hp2z? — 2Hcz + Hy ; 


(6) m 


He 


Considérons les surfaces X du troisième ordre représentées en coor- 
données tétraédriques par l’équation générale (') 


(7) (a+ y +2 +u?)(ax + by + cs + hu) + (max + ny + ps + qu} —o. 


Cette équation peut s’écrire 


0 


[a+ y? ++ ut — 3}(mx+ny+ps+qu) 
— 3(mx+ny+ps +qu)(ax+by+cz+ hu) 
— (ax + by +cs + hu) ](ax + by + cs + hu) 


(71) | 
+[me+ny+ps+qu+ik(ax+ by+cs+hu)f —o. 


Les équations obtenues en égalant à zéro les polynômes contenus 
dans les crochets représentent la premiere une quadrique Q, la 
seconde un plan P. Le long de l'intersection de P et de Q, E a avec P 
un contact du second ordre; les directions des lignes asymptotiques 


sont donc les mêmes pour Q et pour &. Or le hessien de la quadrique 
Q ne dépend que de A; nous le désignerons par H, soit 


LA 


HIDE EC nf =A, 


(8) tm + nr + p? + q —=M, 
am + bn + cp + hq =S, 
(9) 7 = SA (AM— S*) — GA? 42828 — 12M + 4, 


(1) Dans une Note présentée à l'Académie des Sciences en décembre 1885, M. de Saint- 
Germain signale ees surfaces comme possédant une infinité d’ombilics: (Voir Comptes 


rendus.) 


{ 


AAA Si l'on exprime arfait, 
« Frelalions SUV EN STORE 


“ 


| DAS BA M M SN ae 
aa (10) $= ae Re ot Se 


Bre: | 


HI Lorsque ces deux dernières relations sont satisfaites, les systèmes de a 
a 


lignes asymptotiques sont distinctes. Remarquons que l’équation dex NES 
| peut être mise sous la forme (7) de bien des manières. [Il yauneinfi- 
nité de quadriques Q. En rapportant l’une quelconque de ces quadri- ‘4 

+ 


* 


ques à un tétraèdre conjugué, l’équation de Z prendra la forme (7). 
Les quantités A, M, S restent invariables lorsque, sans changer la qua- _ 
drique fondamentale, on passe d’un tétraèdre conjugué par rapport à 
cette quadrique à un autre tétraèdre conjugué; la quantité AM — S? 
est un invariant pour toutes les quadriques Q. | : 

Pour former l'équation différentielle des lignes asymptotiques, pre- _ 
nons pour coordonnées sur la surface les quantités définies par les _ 
équations 


(11) MX +RY+ps +qu+(az + by+ces+hu)=0, 


(12) ax + by +cz+ hu =pu. 
Cette équation devient 


L[— SA py? (AM — S?— MA? — Ag? + 2Shq) + XMp?(A — hh?) 

+ 327 (Ag — Sh) + 3Au?(M—q?) —6)Ap(Mh—Sq) 
(a3) + 3X(AM—S!) — pt + 2hp — A] ade? 
+p[Mu(Ag—Sh)+ 32?u(Sq— Mh) + 32 (AM — S°) 
a. + 2hhp—2AX+ 2gn—28]dr dp 
ao | + [A°(AM — S?) — AX — 282 — M] du? =o. 


Se AT a ; d , s 
Le discriminant de l'équation en est égal à 
| CBA(AM — S*) —4A28— 128% — 12MA+ 4] 
ne. : (14) x [TA (AM — s2— Mh? — Aq?+28hq) +2 (R—A)+2X(hg—S)+q— Mu 
—2p[\(Aq — Sh) -Mh+Sq]—AM +831, 


= , 
= - , 

\ ae eS ay 
Lane ee 
k a 

a = 


Sproles ‘ 
rant.) = se | ae a 


agama es DE QUELQUES SURFACES AL GÉBRIQUES. 


Ss ae 
A7 9h + Say Mh) SCAN S*)+2hip—2Ah+agu—2S 
VEN (AM 57) — 4AB —1280—1aMa +4 


| “4 va LAÇAM —S MA Ag + 2h98) + KR A) +2(hg —S)+q M 1e] 
Z a D EM Sze AM +S? \ 


ss aie a seconde irrationnalité n est, pour ainsi dire, qu’accidentelle et tient 


au choix de la ons u sur la surface. Elle se présente quand on 


a wee 
veut exprimer = > en fonction de À et de y. Voici, par exemple, 


x 


mee _ l'expression de Æ 


{Ec(am + bny=p (a? + b?))Ap + [p(am-+ bn) — c(m?+n?)]p 
oe | — pq(a@ +b?) +(am+ bn) (cq +hp)—ch (m2 + n*) +(an—bmy RQ, 1) py). 
u — AM— S?— Mh?— Aq?+ 2hqd es 


RG, u) désigne le polynôme qui figure dans (15) sous le second fe 
radical. Soient ¢ une nouvelle variable et 9(A) le polynôme déter-_ y 
_minés par les équations | 


eee (ia)  VRO, p) = VS? AM — A(Ag—Sh)+Mh—Sq | 


LL, 
| VS AM ‘f 
(18) (A) = 324 (AM — S?) — 4A — 128)? — 12M) + 4. 


= Il est intéressant de remarquer que 9’(A) est le discriminant de 
= RÇA, w.) considéré comme fonction de y. L’équation des lignes asym- 
plotiques devient alors, après la suppression du facteur, 


AM — S?— M/?— Aq? 2hq8 
12(AM — S?) 


toa @'(A), 


qui, égalé à zéro, constitue une solution étrangère 


2 [A (AM — S?) — AX—2S1— M] 


= + [V9 (4) VS? S?-— AM — 32°(AM —S*) +242 + 28]edh=o 
g Pa re 

10 ou plus simplement 

Be. | a ee V0) AM) 

ae. ff BS gla) 


SI 
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2 femme 
, À 5 ‘ À sos ‘ PON) + « 
Al r ‘ 


tions elliptiques. Les invariants g» et gs sont donnés pe les for 0 


(20) Es, 


nique. En posant 


? - ; A 


f ‘ensemble des deux variables het Va(a) définit un Pr à de fone- : “i a 


mules (') TA “a | RL 
EVER gs = 328? — 36AMS — 97 AM? + a7M*8* — 4A* 


Il résulte de la nullité de g, que ces fonctions elliptiques admettent la 
multiplication complexe par une racine cubique de l'unité, ou, ce qui 
revient au méme, la cubique plane correspondante est équianharmo- ; 


12 VS° — AM da 


vo(a) 


eA) F 
o go! (A) =F(u), : 


F(u) désignant une fonction doublement périodique de uw douée de 


du, 


on aura 


huit infinis dans chaque parallélogramme des périodes. Désignons-les 


par a,(t=1, 2,..., 8), l'équation (19) devient 
= 8 


À 
Ane = Il o(u — a;)Biete; 


i=1 


s désigne la fonction de M. Weierstrass, 8; des exposants fixes. 
Quand 9(A) est carré parfait, posons 


e() = 3(AM — S*) P2, 
P étant un polynôme du second degré en À; les deux systèmes de 
lignes asymptotiques sont alors représentés par les équations 


Ce 
4 


> CPE 


où C est une constante. 


(1) Voir Weser, Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, p. 13. 


. + f 


CUIR Ot pi ps 


+ LOT 


+ y — 6su? —0; 


ples lignes asymptotiques ont pour équation différentielle 


ee ee se sa NS WT 3 
1) Ba + BA + gay + yi 
= équation homogène et qui s'intègre sans difficulté. à | Ae a 
y ae | as a" a= 627 y A + Fa + 63°? u? a8 u* — 0, 


a 


les lignes asymptoliques ont pour équation différentielle 


E many (28435) — (2 ee ee Cet AD Ce 
= y CRE, (e+) +(e EU LE REA) 


| NN. 


On peut encore obtenir des surfaces sur lesquelles les lignes asym- 
ptotiques forment deux systèmes distincts, par le procédé suivant. Ima- 


——— gt 


ey Les surfaces indiquées dans ce paragraphe rentrent toutes dans la catégorie de 
celles dont les lignes asymptotiques peuvent être déterminées par le procédé de M. Jamet, 
(PH de l’École Normale, 1887; Picarp, Traité d'Analyse, p- 403). 
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Oe 
| X. STOUFF. a “gon: as, Lines as 
Bains des surfaces S dépendant d’un rain 


lesquelles les lignes asymptotiques soient déjà distinc 
des surfaces réglées d’ordre supérieur au second. Si ces surfaces. 


un contact du second ordre avec leur enveloppe, cette enveloppe % | 


jouira de la même propriété. 
Exemple : 


(29). | æ'z;u+y=0. 
Cette équation peut s’écrire 


| ars — AD (3 ao Kye hy? u(3 rie era 3K) + Ka ]lu 
+ (y +Ku)(y + hus o3 


K désigne une constante indéterminée. Nous en disposerons de telle — 


sorte que le multiplicateur de À dans les premières parenthèses ait un 


facteur double. En désignant par P et Q des polynômes linéaires, AE 


tion prend alors la nee 
(22s —AP?Q)u+(y+AKu)(y +Au} —o. 


La surface 
xs — AP?Q <= 


est évidemment réglée et admet pour enveloppe la surface (22). Cette 
surface présente donc des lignes asymptotiques formant deux systemes 


distincts, pourvu que l’on adjoigne les valeurs de K ('). On trouve 
pour ces valeurs 


et la surface peut être regardée de deux manières différentes comme 
l’enveloppe de surfaces réglées du troisième ordre. Les lignes asym- 
ptotiques se déterminent d’ailleurs sans difficulté. 


(1) J'entends ici l'expression adjoindre au sens où elle est habituellement employée par 
M. Kronecker. 


a4 
pr 


Soak 


SUR UNE CLASSE ER 
D'ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES, je 


Par M. E. VESSIOT, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE. 


Nous nous proposons d'étudier les équations différentielles du pre- 
_ mier ordre | | “4 
i 3% ‘ dx one 
3) | a = Ete: *), ge : 


| _qui jouissent de cette propriété que leur intégrale générale + s’ex- 
prime, en fonction d’un certain nombre d’intégrales particulières 


(2) Z Lis Los very ns 


_ par une formule, connue ou inconnue, 
Br: (3) Co ay dO BIR 2d ROB 


qui subsiste lorsqu’on y remplace les intégrales (2) par 7 autres inté- 
_grales particulières quelconques. 

En d’autres termes, il s’agit des équations du premier ordre, qui 

possèdent ce que l’on peut awa des systèmes fondamentaux d'inté- 

_ grales. Nous montrerons Hs ces équations se ramènent, par un chan- 


HER de fonction c 


à des équations linéaires du premier ordre avec ou sans second mem- 
bre, ou à des équations de Riccati, résultat qui a été démontré par 


aay! 
; 
A 


a rater Re Sue. aa 
M. Künigsberger (+), dans le cas où la relation (3) est alg 


ay, …, æ,. Nous indiquerons ensuite comment on peut les caractériser 


et en ramener l'intégration soit à deux quadratures, soit à l'intégra- 


I. Nous démontrons d’abord un lemme sur les groupes de transfor- — 


mations. Il résulte des propositions fondamentales de la théorie de 
M. Lie, que la condition nécessaire et suffisante pour que les équa- 
tions 


Be fil Ris +5 Sw | dis es Ur) (12,9, eh 


définissent un groupe à r paramètres est que f,, /., ..., f, soient les 
n intégrales d’un système complet de la forme 


’ 
n 


Seley, cee stn) oe + ¥ Bax (a, ÈS an SE eo Ve ne eek he 
i=1 ka! 
qui se réduisent respectivement à 2,, 2, ..., æ,, quand on y donne 
aux a certaines valeurs particulières a), ..., af. On doit supposer, de 
plus, que le déterminant des fonctions B,; n’est pas identiquement 
nul. 

Cela posé, soient 


(4) Cie fA Mines Cnil is dun) (9 DEL 


les équations d’un groupe simplement transitif; et faisons-y le chan- 


gement de paramètres 


(5) Di AE ee ay OL tr ocre] (ese, 970 A): 
les nouvelles équations du groupe 
(6) Re ED ls ae On) st ays ag ah Ë 


sont telles que g; se réduit à b; quand on y remplace a,, ..., æ, par 


(1) Acta mathematica, t. WI. 


( ) Ceci prouve, comme nous l’avions annoncé, que les équations du premier ordre 
que lon rencontre dans l'application de notre méthode d'intégration des équations 


linéaires peuvent être remplacées par des équations de Riceati. (Voir Ann. de l’École 
Norm., 1892.) 


it 
é ; à ay ap 
tion d’une équation de Riccati (*). et ee 


Pe 
" 


: f 
; ft faite DS 


à DT ro! sy) <i Ree On) ap ae == @) ie rs Penis n); 


kSt 


plus, le groupe (4) étant transitif, le déterminant des £,;n fest "142008 
tiquement nul. Done, toujours en vertu du méme théoreme, 2 ee 


= | LA 


' = . et : Li 
Dia Se ae vig DS) Er sn) : ‘ ia 


D nicsent un groupe aux paramètres Lys... Œn. C'est le résultat que Ms PE Fe. 
1s voulions obtenir. . | 


2. Revenons à l'équation (1). De la propriété que nous lui suppo- 


_sons résulte que les équations = 

| fan 6.2, ldr) QE, 0, ns 1) 
définissent un groupe simplement transitif. Si donc l'on pose 
bi f(æi, -.., zh | a), 

_onaura des équations analogues © 


eM, en pity (Or): 


et, en vertu de notre lemme, les équations 


Opes (a, ces Ey | bi) 
définissent elles-mêmes un groupe, ce qui revient à dire que la seule 
équation 
Gea OW, Lo Snltb) 
définit un groupe. On peut donc supposer que, dans la formule (5), 
la constante d'intégration a est tellement choisie que l’équation 


ye “a= fé rénla) 


définisse un groupe aux paramètres æ,, ..., Xp. 
Or M. Lie a démontré qu’il n’y a que trois types de groupes à un 


À Rain) = 7 
=z. VESSIOT. 


paramètre : le groupe linéaire homogène, le groupe li 1éa 
et le groupe projectif. Done, Me un | changement de variabl 


+ 


. 


~nable, : 2, 


Aa a'— 9(¢"), » 


l'équation (8) prendra l’une des trois formes 


\- 
CC 0 (245 A0 Binds 


CG One + 9 Baie Paltass +92), 


AS CTE a Os ( Biss. = En). 
"TCO 21, San) RG an) 


Cela revient à dire que l'équation (3), qui définit l'rateenile générale 
de l'équation (a 1), prend, par le chasraent de fonction et de con- 


stante 
v= 9(X), Falter 


l’une des trois formes 
| CCM: 
X=ca(t)+ œ(t), 
__Cæ(é) + a (6) 
ETUET OU) 
et que, par suite, le changement de fonction 


æ= q(X), 


appliqué à l'équation (1), fournit une équation linéaire sans second 
membre, ou avec second membre, ou une équation de Riccati. C’est le 


théorème annoncé. 


La réciproque est, du reste, évidente, en vertu des propriétés bien 
connues des équations linéaires et de l'équation de Riccati. Elle 
montre enfin que le nombre » des intégrales d’un système fondamental 
est 1, 2 où 3. De 1a trois classes d'équations que nous allons étudier 


successivement. 


3. Equations de la première classe. — L’équation (1) provient, par un 


changement de fonction 


é F(a, t)=— he X g'(X), 


ue Fest le produit d’une fonction x par une fonction de ë 
ee. par l'identité 


2 92 togl’ *) 
“0x Ot Ot 


OF OF 


TG RE LA | A 
eens eae ae ni F . Sih 


À ste, a 


7 LA 


pag - Réciproquement, si cette condition est remplie, l'équation (1) est 
une équation de la première classe, et s’ intègre par deux quadratures 
aa indépendantes. On a, en effet, 


ty) =P(t) (2), 


F(z, 


P() =k (ay, 0), (x) =k F(a, 0), 


CL et 4 étant deux constantes satisfaisant à la condition = 
ee Kk’ F (29, to) =1. 


_ Posons alors 


= c’est-à-dire | 
“ ‘ < dx 
X ie Ba. 


et cette équation définira le changement de fonction qui ramène 
l’équation donnée à la forme A D'autre part, la proposée s’écrit 


| ge PDA 
d'où l'intégrale Ur) 
ae a ey = fred. z | 


Ann. de l’Éc. Normale. 3e Série. Tome X.— FÉVRIER 50e Ss 


\ as 

- ae 

oe Oe à: _ E. y 

CITE A bts 
Le 


nr | Mer à - x. z Cal = co ne À < 
En résumé, les équations de la prem Isse § : eae 
sont séparées. NT ' . es rs 4 a ; te 
k a ig f 7 J on > 
a ' ‘ : se ps h, TS TN NT = LE \ Re >" 
CRE 4. Equations de la deuxième classe. — Si l'équation (1) provient — 
d’une équation linéaire avec second membre — a Pi 
CHE (10) cé dt MERE Q(¢), Whe: 
FETE par un changement de fonction . | 
æ arta! 9(X), ee 
ona 
i | F(x,t)=—P(t) X 9 (X) + Q(¢) p'(X). a 
eae | F est done intégrale d’une équation linéaire du second ordre, dont les 1 
> coefficients sont fonctions de x seul. De plus, deux des intégrales de ; 
a5 : _cette équation | 
’ Au 5 Y d'y dy = 1 
1 (11) Let a Rs nr 
sont 


Ji= X 9'(X), Ja= 9'(X), 


et sont, par suite, liées par la relation 


hie cd (2) 
J2 Trax v2 / 
c'est-à-dire 
(12) WENN 
L’équation (11) a done cette propriété que le déterminant fonctionnel 
de deux intégrales est une intégrale; on en conclut sans peine 
p(æ) = (æ). 


Réciproquement, si cette condition est remplie, je dis qu'on peut 
trouver deux intégrales de l'équation (11) vérifiant la relation (rao: 


Soient, en effet, s,, s, deux intégrales quelconques; on a, par hypo- 
these, 


(13) 393, — 2189 = A3 + 3; 


(Saat bey Nn=F% aie À _ | ee 


ment sur la relation (2). (si b était nul, on pose- 


ony 


Be tiny 97 


, 4), F(a, &,) en sont deux intégrales, et l’on a une identité 


 -F(@, 2) =A,(¢) F(a, 4) + Aa(t) F(z, 4), 
te ae. 
oar ces et Aa en donnant : à æ deux valeurs particulières. 


LPC we 


= aa, che ty), 


¢ Sesh Tepe ty), on 


‘on aenfin une dernière identité de la forme | 
pee F(x, 0) =— P(A) y+ Q(t) hy 
ou P et Bs sont connus, et où y,, y: vérifient la condition (12). L’équa- 
y tion 
x 

Je 
définit alors un changement de fonction qui transforme l'équation 

donnée en a 

= re P(Ori+ sue 


a oe 


lg? 


ou, à cause de C72.) 


DE 
ae AE P(t)71+ QC) 


. a 
res ian 
i En résumé, Les équations de la deuxième classe sont falls 
quelles F est intégrale d’une equation linéaire du second ordre e à co 
cients en x telle que le déterminant fonctionnel de deux intégrales e en $0 


une intégrale; elles s intégrent par deux quadratures. = Ge 


1 


Remarque. — On peut traduire cette condition par deux identités 
entre F et ges dérivées. F satisfaisant à l'équation (14), il en est de 


à 

même de 2F = ; de plus, F et de sont deux intégrales indépendantes, 4 
sans quoi + 

Ro et a 

"SOG OEY OR Ob | “J 

| 


et l'équation serait ra la premiere classe. On doit done avoir (et cela 
suffit) 


1 0A We 1 (OF OF  dF 0°F | 
im \=% | 0x dx? ot dx? dr ot 


Les conditions annoncées sont donc 
d'logA _ 
DE O LEON 


OF OF _®®F @F) 0!logA 
i Ox 0x? dt dx” Ox Ot Br à 


On peut enfin remarquer que la première, développée, s’écrit 


RES Laie a 
Ox 22 
dE OR op | 
dt dxdt dxtat | | à 


En OE oF 
vO dx0P 0x08 


ee 5. Equations de la troisième classe. — Si l'équation (1) provient 


* | d’une équation de Riccati, 


(15) 


d) 
p= P(N + QUOX + RE), 


re ns = 
par ad ee 
<i Bo TX + (a nyo = +v(æ)y =o, - 


pak et, ya=Xo(X), = {(X). 


intégrales vérifient les identités 


NI— Jin 
3a =e 1d 


MER VV 55 N=IIi—- II 93 


~ l'équation (16) est donc identique à sa transformée au déterminant 
fonctionnel de deux intégrales. Je dis que, réciproquement, s’il en est # 
ainsi, on peut trouver trois intégrales vérifiant les identités (17) et j 150 
_(18). Soient, en effet, w,, u,, u, trois intégrales quelconques. Ona, par 
oe noise. | | 
Ug Ui, — Ug Uy = Ay Uy + yg Ug t+ Az Us, 
(19) Le f U3, — Uy, = gy Uy Ay Ug + Ap3 lls, 
ae Uy Uy — Uy UL, = Ag, Uy + Ag Ug + Ass Us, 
— d’où la relation quadratique 


J 
d'axuiur— 0 bs Fil, Ce 


On peut alors trouver trois nouvelles intégrales z,, z,, z, telles que 
cette relation prenne la forme 
: ; à 


(20) : me 31334; — 0. 
Posons 


/ / À PRES 1 ti _ qi PS se 
Wii 3254 — 31325 2W_ = 333, — 2153) | W3 = 5334 — 42535 


+ 


et, par suite, 


LEUR 
ALT 


eu 
. airs 


> dat 
ma + Mama 


7154, + 35, — 225, 0 
, 4 >: - 


L4 


et aussi, à cause de (20), 


; ~< 
31 Z3 + 333; sp 23252 — a, 


Test ét 
2183 + 3354 — 25259 — LA 


Or ces identités sont de la forme 
bis + by25a+ Disss— O51, 
ba, 51+ Vas 52 + b9333= 42, 


b3131 + 03252 + 03353 03s, 


où les b sont des constantes. On a done 


by — © UE bis 
bay Da — & Ds 0; 
UM Ds b33 eo = 


c’est-à-dire que w est lui-même une constante donnant lieu aux iden- 
tités | 


(21) 5, 392, — 2435, 20)S_—= 333, — 5135, 33 = 535, — 395, 
Si alors on pose 
(22) 4;=—OY1, S2— DY, 53=WY3, 


Vis Var Ya sont les trois intégrales demandées. 


Cela posé, supposons que F(a,2) satisfasse à une équation (16) 
ayant la propriété énoncée. On pourra poser 


u;—=F(>, bi), ua=F(x, ty), u,=— F(z, ty), 


et reprendre les calculs précédents, les constantes a,, et © qui y 
figurent se calculant, comme on l’a vu au paragraphe précédent, au 


i 


Fa, he = =P(t) y+ Q(t) ya Ry» 


ronnie Q, R s’obtiennent encore en donnant à x trois 
particulières. St l'on pose alors 


Kore Se | 
- Jan : 


n trouve, en vertu des identités (18), 


aX _ _dX | | 
re te DO ase, | À 


aX _y, Vays = 1 
Ai Si ME, Le R, 4 - FA ei: 


Ja troisième classe, et tout revient à intégrer l'équation de Riccati (15). _ 
_ Enrésumé, les équations de la troisième classe sont celles pour lesquelles ee 
ae est intégrale d'une équation linéaire du troisième ordre, à coefficients Fe se? 2 
en æ, identique à sa Homnee au déterminant fonctionnel de deux 18 
: intégrales. L'intégration s en ramene, par des calculs algébriques, à celle ; € 
_ d’une équation de Riccati. any en $ 


Remarque. — Il est facile de donner la forme générale des équa- : TA 
: tions LH) qui jouissent de la propriété Pré lente. Posons, en effet, 


es) 3= Ji} 2» 
il vient | 
‘ Ps ds 


sy 2 / re SF 
Fe to + ON +R) TE = 0) = a. 


Le type d’ “hat nr . est done 


a d 
Os as Bee 


eas les relations différentielles ts F et ses déri 
caractérisent les équations de la troisième classe. iy a 


DES INTÉGRALES 


SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE, 


Par M. RIQUIER, 


1 i É 
PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CAEN. 


Un très petit nombre d'auteurs se sont occupés, jusqu’à présent, 
_ de l’existence des intégrales dans un système différentiel impliquant 
un nombre quelconque de fonctions inconnues et de variables indé- — ; 
_ pendantes. Les plus simples de tous sont les systèmes complètement 
_ intégrables d’équations différentielles totales du premier ordre: ils ont 
été étudiés par Bouquet et M. Mayer dans des travaux bien connus de 
tous les géometres ('). En ce qui concerne les systèmes partiels du 
2. meme rt Cauchy (?), M. Darboux (*), Mme de Kowalevsky (*), 
= M. Konig (5), MM. Méray et Riquier (°), M. ee ), ont étudié 


(1) Bouquer, Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. WT, p. 265, 
1872; A. Mayer, Mathematische Annalen, t. V, p. 448, et Bulletin des Sciences mathé- 
matiques et astronomiques, 1° série, t. XI. 

(2) Caucuy, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XIV, p. 1020; t. XV, p. 44. 
so Ot 131; t- XVI, p. 572: 

(3) G. DarBoux, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXX, p. 101 et 317. 

(+) Sopnie von KowaLEevsky, Journal de Crelle, t. 80, p. 1 

(5) J. Konia, Ueber die Integration simultaner Systeme partieller Differentialglei- 
chungen mit mehrerert bevel Functionen (Mathematische Annalen, t. XXIII). 

(5) Méray et Riguier, Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires 
d'un système d'équations ee partielles (Annales de l’École Ne na supérieure, 
janvier, février et mars 1890). 

(7) BourLET, Sur les aires aux dérivées partielles simultanées qui contiennent plu- 
sieurs fonctions inconnues (Thèse, avril 1891). 
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- | successivement des types de plus en plus généraux, et M. Bourlet, le 

, dernier en date de ces divers auteurs, a pu, dans une thèse de doc- > 
i. torat, réduire un système différentiel quelconque à une forme du pre- 

es mier ordre assurant la convergence des développements de ses inte. 008 

grales. L'introduction de cette forme, bien qu’elle constitue un progres 

sur les résultats antérieurs, est pourtant loin de résoudre la ques- 
pa tion, et tout dépend à cet égard de la découverte d’une forme cano- 
nique qui soit en outre completement intégrable. 

Le problème est assurément compliqué, et, il y a quelques mois à 
peine, de profonds géomètres inclinaient à croire qu'il était impos- 
sible, dans l’état actuel de la Science, d'affirmer l'existence générale 
d’une pareille forme ('). Il n’en est rien cependant : avant que j’eusse 
connaissance de la thèse de M. Bourlet, avant même qu'elle fit pu- 
bliée, j'étais déjà en possession d’une forme beaucoup plus générale 
que la sienne (?), et j'ai pu dernièrement effectuer la réduction d’un 
système quelconque à un système complètement intégrable, d'ordre 
égal ou supérieur à 1, et présentant, avec certaines particularités, la 
forme entière par rapport aux dérivées des fonctions inconnues (*). 

_ Le degré de généralité des intégrales générales, immédiatement connu 
dans les systèmes de cette dernière sorte, se trouve donc, au moins en : 
théorie, fixé avec une entière précision dans un système quelconque. 

: Ces résultats ont été communiqués à l’Académie des Sciences dans 

à la séance du 28 mars 1892, et leur exposition détaillée constitue 


l’objet du présent Mémoire. 


Ve ri CAL 


Systèmes harmoniques. 
x : {. Désignant par 

= (1) 2, Y, 

les variables indépendantes, et par 


ae. (2) u, v, 


a (1) Voir la Revue générale des Sciences pures et appliquées, numéro du 30 mai 1891, 
3% p. 338. 
Fe (*) Voir la note de la page 68. 

Ds (*) Les particularités dont il s’agit sont de nature telle, que, lorsque le système est 
“ par hasard du premier ordre, il est en même temps linéaire. 
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les fonctions inconnues d’un système différentiel quelconque, faisons 
correspondre à chacune des quantités (1), (2) p entiers, positifs, nuls 
ou négatifs, que nous nommerons respectivement cote première, cote 
seconde, ..., cote p*% de cette quantité. Considérant ensuite une dé- 
rivée quelconque de l’une des fonctions inconnues, et désignant par g 
un terme pris à volonté dans la suite 1, 2,..., p; nommons cote git 
de la dérivée en question l’entier obtenu en ajoutant à la cote gième 
de la fonction inconnue les cotes homologues de toutes les variables de 


- différentiation, distinctes ou non. 


Cela étant, le système différentiel proposé sera dit harmonique, si, 
moyennant un choix convenable du nombre p et des cotes attribuées à 
TL, Vs -.., U, v, ..., il remplit à la fois les diverses conditions sui- 
vantes : 

1° Chacune des équations données a pour. premier membre une 
certaine dérivée de quelque fonction inconnue, etles seconds membres 
de ces mêmes équations, si l’on y considère pour un instant x, y, ..., 
u, v, .. et les diverses dérivées de u, 9, ... qui y figurent, comme 
autant de variables indépendantes distinctes, sont olotropes dans 
quelque système de cercles (*). 

2° Les diverses dérivées des fonctions inconnues qui figurent dans 
le second membre d’une équation quelconque ont des ordres au 
plus égaux à celui du premier membre correspondant. En outre, si 
l'on désigne par c,, ¢,, ..., c, les cotes du premier membre, et parc;, 
c,, ...,¢,, celles d’une dérivée quelconque d'ordre égal figurant dans 
le second, les différences 

CT ON RC RER de 2 
ne sont pas toutes nulles, et la première d’entre elles qui ne s’éva- 


nouit pas est positive. 
3° Aucun des premiers membres ni aucune de leurs dérivées ne 


(1) La dénomination d’olotrope a été employée et définie pour la première fois par 
M. Méray, dans son Nouveau précis d’ Analyse infinitésimale ; le lecteur pourra consulter 
à ce sujet mon Mémoire Sur les principes de la théorie générale des fonctions (Annales de 
l’École Normale supérieure, 1891, p. 59, 60, 72 et 84). 
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constituent pour lui un groupe d’intégrales ordinaires, si elles remplis- 
aa sent à la fois les deux conditions suivantes : 1° les fonctions U(2,y,...), - 
. — V(a, y, +++), +++ sort olotropes à l'intérieur de quelque système de 
cercles, et les valeurs qu’elles acquièrent entre ces limites, prises con- | 
jointement avec celles de leurs dérivées et des variables indépen- | 
dantes, restent toujours intérieures aux cercles d’olotropie des seconds 
membres; 2° la substitution de U(x, y, .….), V(æ,y,...), .…. AUP .…, 


| | (1) Les systèmes que j'appelle harmoniques renferment, comme cas particulier, les 
_” systèmes canoniques de M. Bourlet, dont voici la définition : 

« Étant donné un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire, — 
entre m fonctions w, U2, ..., Um etm variables indépendantes 24, x2, ..., æn, résolu 


= 


té tain nombre de dérivées oa 
par rapport a un certai a 


Ou; 
Ox, 


= vir, 


» nous dirons que ce système est mis sous forme canonique, ou, plus brièvement, est ca- 
» nonique, Si les fonctions Yip de æ1, æ2, ..., Lp, Uy, Us, ..., Um et des dérivées de uy, 
D Ug, «+; Um (qui contiennent d’ailleurs linéairement ces dérivées) satisfont aux condi- 
» tions suivantes : 1° 4; ne contient que des dérivées par rapport aux variables x, dont 
l'indice k est égal ou supérieur dk; 2° si une dérivée we d'une fonction w; par rapport à 
» la variable x; figure dans x, l'indice 7 de cette fonction est supérieur à i. » (Voir la 
Thése de M. Bourlet, p. 27.) 

Considérons, en effet, un système linéaire du premier ordre résolu par rapport à un 
certain nombre de dérivées; attribuons-y à chacune des variables indépendantes x, 
42, +++, Ta une cote première égale à son indice changé de signe et une cote seconde 
; nulle, puis, inversement, à chacune des fonctions inconnues w, wo, ..., um une cote 
première nulle et une cote seconde égale à son indice changé de signe. Il suffit alors, pour 
retomber sur le type canonique de M. Bourlet, de supposer que chacune des dérivées 
figurant dans le second membre d’une équation quelconque du système possède, soit une 
cote première inférieure à celle du premier membre correspondant, soit une cote pre- 


2 


De ,: 


ae? miére égale avec une cote seconde inférieure. Or, une telle hypothèse entraine évidem- 
a ment la nature harmonique du systéme. 
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opérée entre les mêmes limites, transforme en identités les diverses 
équations du système. 

La substitution d’intégrales ordinaires connues dans les équations 
du système en transforme tous les seconds membres en des fonctions 
composées, habituellement différentielles, des variables, des inté- 
grales et de certaines de leurs dérivées. D’après la définition même 
des intégrales ordinaires, et entre les limites assignées par cette défi- 
nition, les règles établies pour les fonctions composées sont appli- 
cables aux seconds membres dont il s’agit, et l’on peut, en consé- 
quence, différentier indéfiniment les relations du système. En adjoignant 
à ces dernières toutes celles qui s’en déduisent ainsi par différen- 
tiations, on obtient un groupe illimité de relations, dont la considé- 
ration permet de partager en deux grandes catégories les dérivées de 
tous ordres des diverses fonctions inconnues : parmi ces dérivées, les 
unes, que nous nommerons principales, figurent au moins une fois 
dans les premiers membres des relations considérées; les autres, que 
nous nommerons paramétriques, n’y figurent jamais. 

Pour abréger, nous nommerons primitives les relations dont il s’agit, 
et aussi les diverses expressions qu’elles fournissent pour les dérivées 
principales des intégrales. Chaque dérivée principale possède done au 
moins une expression primitive, et presque toujours plusieurs (‘). 


3. Les relations primitives d'un système harmonique donné peuvent 
se partager en groupes se succédant suivant une lot telle, que les seconds 
membres d'un groupe quelconque ne contiennent, outre les variables in- 
dépendantes, les fonctions inconnues et certaines dérivées parameétriques, 
que des dérivées principales figurant dans les premiers membres des 
groupes antérieurs (en particulier, les seconds membres du premier 
groupe ne contiennent aucune dérivée principale). 


(1) Dans la suite du présent Mémoire, j'aurai constamment à me servir des locutions : 
intégrales ordinaires, dérivées principales, dérivées paramétriques, relations et expres- 
sions primitives, relations et expressions ultimes. Ces locutions se trouvent déjà employées, 
à propos de certains systèmes du premier ordre, dans un Mémoire de MM. Méray et 
Riquier ayant pour titre : Sur la convergence des développements des intégrales ordi- 
naires d’un système d'équations différentielles partielles. Le lecteur pourra comparer 
les n°** 2 à 8 du présent Mémoire aux passages analogues du Mémoire dont il s'agit 
(Annales de l’École Normale supérieure, 1890, p. 24 à 27 et 33 à 38). 
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I. Toute relation primitive remplit la seconde des conditions 

au n°1. | 
Soit 


(3) Ses ne) 


une équation prise à volonté parmi celles du système donné, et dans cet. 
laquelle à, à’ désignent deux dérivées d’ordre égal; soient en outre 
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les cotes respectives des dérivées 6, 2’; enfin a l’une quelconque des va- J 
: riables indépendantes, et g,, g,,.…, g, les cotes de cette variable. La re- 
lation déduite de (3) par une différentiation relative à a pour premier 


membre sey et ne contient évidemment dans son second membre 


Ces t ’ 4 es 2 , dod do! eit 
que des dérivées d’ordre au plus égal. Les dérivées =» — ont d’ail- 
| leurs pour cotes respectives 
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et les différences ; 


(cit $1) — (cit 81), (eat 8s) — (coter) ---> (Cp Sp) — (6,4 Bp) 


sont respectivement égales a 


Sh Cp — Cy) Og Oe Coleen Marae 
en vertu de l'hypothèse, elles ne sont donc pas toutes nulles, et la 
première d’entre elles qui ne s’évanouit pas est positive; autrement 
ae dit, la seconde des conditions énoncées au n° { ne cesse pas d’être sa- 
: | tisfaite après une première différentiation exécutée sur une équation 
à quelconque du système donné. En vertu du même raisonnement, ap- 
+ pliqué à la relation résultante, elle ne cesse pas de l’être après une 


44 seconde, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des différentia- 
48004 tions. 
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Il. On partagera d'abord les relations primitives en groupes d’après 
les ordres de leurs premiers membres, et l’on rangera ces groupes à 
la suite les uns des autres de telle sorte que, dans le passage d’un 
groupe au suivant, l’ordre des premiers membres aille toujours en 
croissant; plus brièvement, on partagera les relations primitives en 
groupes d’après les ordres croissants de leurs premiers membres. Les 
relations de chaque groupe seront ensuite, toutes les fois qu’il y aura 
lieu, partagées en groupes partiels d’après les cotes premières crois- 
santes de leurs premiers membres; puis, dans le groupement résul- 
tant, les relations de chaque groupe en groupes partiels d’après les 
cotes secondes croissantes de leurs premiers membres; et ainsi jusqu’à 
épuisement des p cotes. 

Cela étant, il résulte immédiatement de l'alinéa I que la condition 
formulée par notre énoncé général se trouve satisfaite dans l’un quel- 
conque des groupes définitifs dont nous venons d'expliquer la forma- 


tion. 


4. Étant donné un système harmonique, nous nommerons désor- 
mais classe d’une dérivée principale le rang occupé, dans la suite des 
groupes définitifs formés ci-dessus (3, IT), par celui où elle figure 
comme premier membre. La classe d’une relation primitive sera celle 
de son premier membre. 

Cela posé, un mécanisme tres simple, appliqué aux relations primi- 
tives d’un système harmonique, permet, comme nous allons le voir, 
d’en déduire, pour les dérivées principales des classes successives, cer- 
taines expressions dépendant exclusivement des variables, des fonc- 
tions inconnues et de leurs dérivées paramétriques. 

Désignons, en effet, par J, ou par Ul, indifféremment l’ensemble des 
relations primitives de premiere classe, et par 


2. D, D 


les groupes respectivement formés avec les relations primitives des 
classes 1, 2, 3, .... Remplacons maintenant dans les relations Ÿ, et, 
de toutes les manières possibles, les dérivées principales de première 
classe par leurs expressions tirées de 4, ; autrement dit, extrayons du 
groupe #, une relation quelconque p,, du groupe À, un groupe af 
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fournissant une expression et une seule pour chacune des « epee “à 
agil a 
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principales de première classe, substituons aux dérivées dont ils 


. see ! or le D LEE RE | ‘ 
dans l'équation p, leurs expressions tirées de 4, et répétons l’opéra hi 


tion en faisant successivement tous les choix possibles pour p, et 
pour À}. Comme les expressions fournies par LI pour les dérivées 
principales de première classe dépendent exclusivement des variables, 
des fonctions inconnues et de leurs dérivées paramétriques, le groupe 
des relations résultantes YU, fournira, pour les dérivées principales de 
seconde classe, des expressions jouissant de la même propriété. Si, 
considérant alors les relations @,, on y remplace de toutes les ma- 
nières possibles les dérivées principales de première et de seconde 
classe par leurs expressions tirées de U,, U,, on obtiendra un groupe Uf, 
fournissant, pour les dérivées principales de troisième classe, des ex- 
pressions jouissant encore de la propriété dont il s’agit. Et ainsi de 
suite indéfiniment. — | 
Nous nommerons ultimes les relations 


du, UW, UW, ... 


obtenues à l’aide du mécanisme que nous venons de décrire, et aussi 
les expressions qu’elles fournissent pour les dérivées principales des 
classes successives 1, 2, 3, .... La classe d’une relation ultime sera 
celle de son premier membre. 


5. Avant d'aller plus loin, il importe de faire les remarques sui- 
vantes : j 


1° Toute expression prümitive, lorsqu'elle ne coincide pas avec quel- 
qu'une des composantes (') figurant dans les seconds membres du système 
harmonique donné, est une somme de termes dont chacun s'obtient en 
multipliant quelque dérivée partielle de ces composantes par un certain 


entier positif, el souvent aussi par certaines dérivées, principales ou para- 
métriques, des fonctions inconnues. 


(1) Voir le Nouveau Précis d’ Analyse infinitésimale de M. Méray et mon Mémoire Sur 


ne TT Arm x ciné a. L ; , £. 
les Principes de la Théorie générale des fonctions (Annales de l'Ecole Normale supe- 
rieure, 1891, p. 85). 
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2° Toute expression ultime est une somme de produits pouvant contenir 
comme facteurs quatre sortes de quantités, savoir : certains entiers positifs; 
certaines composantes des seconds membres du système donne ; certaines 
dérivées partielles de ces composantes; enfin certaines dérivées parame- 
triques des fonctions inconnues. 

3° Les variables x, y,..., les fonctions inconnues u, 9; ... et leurs de- 
rivées principales et paramétriques de tous ordres étant considérées pour 
un instant comme autant de variables indépendantes distinctes, pour que 
les relations primitives soient vérifiées par des valeurs parüculières données 
des variables dont il s'agit, il faut et il suffit que les relations ultimes le 
soient. 


6. Quand un système harmonique possède quelque groupe d’intégrales 
ordinaires, les développements de ces intégrales par la formule de Taylor, 
à partir des valeurs particulières «4, Vo, ..., peuvent être reconstruits, dés 
que l’on connait seulement leurs valeurs initiales et celles de leurs déri- 
vées parametriques de tous ordres. | On suppose, bien entendu, que les 
valeurs æ,, Yo, ... n’excèdent pas les limites assignées par la défini- 
tion des intégrales ordinaires (2). | 

Effectivement, les seconds membres des formules ultimes ne conte- 
nant que les variables indépendantes, les intégrales et leurs dérivées 
paramétriques, l'hypothèse numérique «= a), y=yo, ... les trans- 
forme tous en des quantités connues, et fait connaître, par suite, les 
valeurs initiales de leurs premiers membres, c’est-à-dire de toutes les 
dérivées principales des intégrales dont il s’agit. 

En résumé, on connaît donc ainsi les valeurs initiales de ces inté- 
orales et de toutes leurs dérivées sans distinction, c’est-à-dire ce qui 
est nécessaire pour construire les développements cherchés. 


7. Par rapport aux valeurs initiales x, yo, ... des variables indé- 
pendantes, nous nommerons détermination initiale d’une intégrale la 
portion de son développement formée par l’ensemble des termes qui, 
aux facteurs numériques connus près, ont pour coefficients les valeurs 
initiales de l'intégrale et de ses dérivées paramétriques de tous ordres. 
Quelquefois aussi, nous nommerons principale la portion restante du 


même développement. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Mars 1893. 10 
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Cela étant, le théoreme ci-dessus (6) peut s’exprimer comme il suit: 
Quand un système harmonique possède quelque groupe d'intégrales ordi- 


naires, leurs développements par la formule de Taylor peuvent étre re- 
construits dés que l'on connait seulement leurs determinations initiales. 


1 


8. Inversement, cherchons s'il existe quelque groupe d’intégrales or- 
dinaires répondant à des conditions initiales données. (On suppose, bien 


entendu : 1° que chaque détermination initiale est convergente; 2° que 
les valeurs initiales des variables, prises conjointement avec celles des 
intégrales hypothétiques et des dérivées paramétriques figurant dans 
les seconds membres du système donné, sont intérieures aux cercles 


d’olotropie de ces derniers.) 


I. Pour que de pareilles intégrales existent, il est tout d’abord néces- 
saire que les relations. ultimes s'accordent numériquement par rapport 
aux conditions initiales dont il s'agit, c’est-à-dire que les diverses ex- 
pressions ultimes d’une même dérivée principale prennent toutes la 
même valeur numérique, lorsqu'on remplace par leurs valeurs initiales 
les variables indépendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées 
paramétriques. 

Effectivement, à cause de la multiplicité de ces expressions, on 
pourra bien obtenir de plusieurs manières les valeurs de certains 
coefficients des développements; mais, si les intégrales dont il s’agit 
existent, les valeurs obtenues pour un même coefficient sont numéri- 
quement égales les unes aux autres, parce que les relations d’où on 
les tire sont toutes des conséquences nécessaires de l'existence sup- 
posée des intégrales. | 


Il. La concordance numérique des relations ultimes étant supposée 
avoir lieu, la convergence des développements des intégrales hypothe- 
liques correspondant aux données initiales est encore une condition 
évidemment nécessaire à l'existence effective de ces intégrales. 


III. Cela posé, st, pour un choix déterminé des conditions initiales, 
les relations ultimes s'accordent numériquement, et qu'en outre les déve- 
loppements des intégrales hypothetiques soient convergents, leurs sommes 
constuuent des intégrales ordinaires du systéme harmonique donne. 


F2 
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Soient, en effet, 


x, y,... les variables indépendantes; 

u, 9, ... les fonctions inconnues; 

à, ... les diverses dérivées paramétriques figurant dans les seconds 
membres du système donné; 


Los Vos --- les valeurs initiales de LA RES 

U, V, ... les sommes des développements, supposés convergents, des 
intégrales hypothétiques ; 

A, ... les sommes des développements des dérivées de U, V, ... quise 


rapportent respectivement aux mêmes variables que à, .... 


Traçons de x, y,, ... comme centres des cercles €,, €,, ... de 
rayons suffisamment petits pour que les développements U, V, ..., 
par suite aussi A, ..., convergent dans leur intérieur, et pour que les 


valeurs dex, y, ..., prises conjointement avec U, V,..., À, ..., soient 
intérieures aux cercles d’olotropie des seconds membres du système 
donné. Dans ces limites, la substitution de U, V,...à uw, +, ... trans- 


forme les deux membres des équations différentielles proposées en 
des fonctions de x, y, ... olotropes à l’intérieur des cercles €,, €,, .... 
Or, les valeurs initiales des variables indépendantes, prises conjointe- 
ment avec celles des développements eux-mêmes et de leurs dérivées 
de tous ordres, vérifient les formules ultimes, et par suite (5, 3°) les 
formules primitives. Donc les fonctions de x, y, ... qui, après la sub- 
stitution, figurent dans les deux membres d’une équation différen- 
tielle quelconque, sont égales, ainsi que leurs dérivées semblables de 
tous ordres, pour æ = æ, Y — Yo, -.., et par suite sont identique- 
ment égales entre elles dans tout l’intérieur des cereles €, €". 


IV. {ne peut y avoir enfin plus d'un groupe d ‘intégrales ordinaires 
répondant à des conditions initiales données. 


Car chaque relation ultime, étant du premier degré par rapport à la 
dérivée principale qui figure dans son premier membre, ne fournit 
pour cette dernière qu'une seule valeur initiale. 


9. Nous avons donc à nous occuper maintenant des deux conditions 
relatives : 1° à la concordance numérique des relations ultimes (8, 1); 
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2° à la convergence des développements des inté est 
ce que nous allons faire successivement dans les deux paragraphes 


suivants. | Ft 


Conditions de passivité d'un système harmonique (‘). 


10. La concordance numérique des relations ultimes, dont nous 
avons indiqué plus haut la nécessité (8, 1), peut résulter de deux 
causes entièrement différentes : 

Ou d’un choix convenable des données initiales relativement à la nature 
particulière des composantes figurant dans les seconds membres, choix 
qui, si est possible, fait naître la concordance numérique pour ces 
données initiales sans l’assurer pour d’autres ; 

Ou d’une corrélation mutuelle spéciale entre les composantes des 
seconds membres, en vertu de laquelle la concordance dont il s agit sub- 
siste indépendamment des données initiales. 

Nous exprimerons l’existence de cette dernière corrélation en di- 
sant que le système harmonique proposé est passif. La distinction 


entre les systèmes harmoniques passifs et les systèmes harmoniques 


non passifs s'opère aisément comme il suit. 


IL. Si l’on considère deux dérivées (distinctes) d’une fonction 
quelconque F(a, y, ...), et que l’on adjoigne mentalement à chacune 
d'elles la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun 
aux deux groupes illimités ainsi obtenus se nommera une résultante des 
deux dérivées en question. Pour passer de la fonction F à l’une ou à 
l’autre de ces dernières, il faut exécuter sur elle certaines différen- 
tiations dont quelques-unes peuvent être les mêmes de part et d’autre : 
en désignant par le symbole D. l'ensemble des différentiations com- 
munes, et par les symboles D’., D’. l’ensemble des différentiations 
restantes pour la première et la seconde dérivée respectivement, les 


A She À ; ‘ 
( ) Ce paragraphe contient l'extension aux systèmes harmoniques des conditions de 

den par MM. Méray et Riquier pour une certaine catégorie de systèmes 
u premier ordre (Annales de l’École Normale supérieure, 1890; p. 38 et suivantes). 
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deux dérivées considérées peuvent évidemment s’écrire 


D.D’.F, 
D.D’.F, 


et l’on voit sans peine : 1° qu’elles admettent D.D’.D’.F comme 
résultante unique d'ordre minimum; 2° que le groupe complet de leurs 
résultantes s’obtient en adjoignant à celle d’ordre minimum la suite 
indéfinie de ses propres dérivées. 

Considérons maintenant un système harmonique dont les premiers 
membres soient tous distincts, et, dans ce système, deux équations 
ayant pour premiers membres respectifs deux dérivées d’une même 
fonction inconnue; puis, prenons la résultante d’ordre minimum de 
ces dérivées, et répétons l’opération en faisant varier de toutes les 
manières possibles le choix de la fonction inconnue et celui des 
deux équations sur les premiers membres désquels on doit opérer : 
les résultantes, en nombre essentiellement limité, que nous obtien- 
drons ainsi, se nommeront, par rapport au système donné, les déri- 
vées cardinales de ses diverses fonctions inconnues. 


12. Cela posé, pour qu'un système différentiel harmonique soit passif, 
ul faut et ul suffit : 1° que les premiers membres de ses diverses équations 
sovent tous distincts; 2° que les diverses expressions ultimes d'une méme 
dérivée cardinale quelconque (11) soient égales identiquement, c'est- 
a-dire quelles que soient les valeurs attribuées aux variables, aux 
fonctions inconnues et a celles de leurs dérivées paramétriques qui y 
figurent, ces trois sortes de quantités étant considérées pour un instant 
comme autant de variables indépendantes distinctes. 


I. La passivité d’un système harmonique entraînant l'identité de 
toutes les expressions ultimes d’une même dérivée principale quel- 
conque, il est clair: 1° que si deux équations d’un système passif ont 
le même premier membre, elles ont forcément aussi le même second 
membre, autrement dit, que les équations d’un pareil système ont 
leurs premiers membres tous distincts; 2° que les diverses expres- 
sions ultimes d’une même dérivée cardinale quelconque sont identi- 
quement égales entre elles. 
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r = L 2 ‘re i. + 
Les conditions posées sont donc nécessaires, et il nous reste à prouver 


LEE sont suffisantes. 


Il. Étant donné un système harmonique quelconque dont chaque _ 


second membre soit une fonction connue des diverses quantités dont 
il dépend, considérons en particulier l’un des seconds membres en 
question, et remplaçons-le par une composante indéterminée (olo- 
trope à l’intérieur des mêmes cercles) des variables indépendantes 
x, y, ... des fonctions inconnues u, ¢, ... et des diverses dérivées 
paramétriques figurant dans le second membre que l’on considère. 
En répétant cette opération sur chaque équation du système donné, 
nous obtiendrons un nouveau système que nous nommerons algorith- 
mique, par opposition au système donné qui sera dit concret. Ces sys- 
temes sont tous deux harmoniques : les dérivées principales et para- 
métriques y sont respectivement les mêmes de part et d’autre, et la 
classe de chaque dérivée principale y est également la même. 

Il est clair que, si l’on effectue ndrallt lenient les mêmes calculs, 
d’abord sur les équations du système algorithmique, puis sur celles 


du système concret, le second résultat peut se déduire du premier en 


substituant aux composantes indéterminées du système algorithmique 
et à leurs dérivées partielles les composantes connues du système 
concret et leurs dérivées semblables. C’est de cette manière, par 
exemple, que les relations primitives ou ultimes du système concret 
pourraient se déduire de celles du système algorithmique. Pour faci- 
liter le langage, nous conviendrons d’attribuer la qualification d’a/- 


goruhmuques et celle de concrets aux résultats de calculs quelconques. 


effectués respectivement sur le système algorithmique et sur le sys- 
teme concret, 


HI, Les variables æ, y, ... et les fonctions u, ¢, ... étant affectées 
chacune de p cotes, considérons une relation ayant pour premier 
membre une dérivée quelconque de u, ¢, ... et pour second membre 
une fonction quelconque dew, y, ..., de u, 9, ... et de quelques-unes 
des dérivées de ces fonctions : si is relation dont il s’agit satisfait à la 
seconde des conditions énoncées au n° 1, nous Fes pour abréger, 
qu’elle est harmonique, comme aussi l'expression fournie par elle 
pour la dérivée contenue dans son premier membre. 
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Cela étant, sz sur une relation harmonique on exécute des différentia- 
tions quelconques, en remplaçant après quelques-unes de ces différentia- 
tions telles ou telles des dérivées qui figurent dans le second membre par 
des expressions harmoniques des dérivées en question, on tombe encore 
sur une relation harmonique. (Dans cette suite de calculs, on suppose, 
bien entendu, que les principes généraux de la théorie des fonctions 
composées ne cessent pas d’être applicables.) 

1°. Si sur une relation harmonique on exécute une différentiation 
première, on tombe sur une relation de même nature. 

Même raisonnement qu'à l’alinéa I du n° 3. 

2° Si dans le second membre d’une relation harmonique on rem- 
place telle ou telle dérivée par quelqu’une de ses expressions harmo- 
niques, on tombe encore sur une relation harmonique. 

Ce point est évident lorsque la dérivée d’ dont il s’agit est d’ordre 
inférieur au premier membre ¢ de la relation harmonique donnée. 
Supposons alors qu’elle soit d'ordre égal, et désignons par à’ une 
dérivée du même ordre figurant dans l’expression harmonique de à’, 
puis par 
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les cotes respectives des dérivées à, 0’, 6”. Si l’on considère les diffé- 
rences 
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il résulte des hypotheses que, dans chacune des deux premieres 
lignes horizontales, les différences ne sont pas toutes nulles, et que 
la première non égale à zéro y est positive; comme d’ailleurs le der- 
nier terme de chaque colonne verticale est égal à la somme des deux 
premiers, la dernière ligne horizontale jouit évidemment de la même 
propriété que les deux premières. 

3° Le rapprochement de 1° et 2° prouve, dans toute sa généralité, 
le point énoncé au début de l'alinéa II, et cela alors méme que, dans 
les diverses relations harmoniques qui concourent à engendrer la relation 
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finale, les composantes des seconds membres seraient plus ou moins inde- 


terminées. 


IV. Considérons actuellement, dans un système harmonique quel- 
conque, une relation obtenue en différentiant un nombre quelconque 
de fois l’une des équations qui le composent, et remplaçant après 
quelques-unes de ces différentiations, en tous cas apres la dernière, 
les diverses dérivées principales contenues dans le second membre 
par telles ou telles de leurs expressions ultimes. Dans le premier 
membre de la relation résultante figure évidemment une dérivée 


principale, qui se trouve alors exprimée wnmédiatement au moyen 


des variables indépendantes, des fonctions inconnues et de quel- 
ques-unes de leurs dérivées paramétriques. Pour abréger, nous 
nommerons immeédiates les relations, algorithmiques ou concrètes, 
auxquelles peut conduire l'application du mécanisme précédent (en 
y comprenant celles du système lui-même, algorithmique ou concret), 
et nous affecterons de la même qualification les expressions qu’elles 
fournissent pour les diverses dérivées principales des fonctions incon- 
nues. Il est clair que les relations ultimes (4), en particulier, se 
trouvent au nombre des relations immédiates. 

Notons ici, nous réservant d'utiliser cette remarque au moment 
voulu (VIT), que chacune des dérivées principales de première classe 
figure comme premier membre dans quelque équation du système, 
et que l’ensemble des relations immédiates exprimant les dérivées 
dont il s’agit s'obtient en extrayant du système les diverses équations 
dont elles constituent les premiers membres. 

Ces définitions posées, on conclut facilement de l'alinéa HI que 
les relations ultimes sont toutes harmoniques; puis, que si l’on forme, 
à l'aide du mécanisme décrit ci-dessus, une relation immédiate quel- 
conque, les relations successivement rencontrées dans le cours d’un sem- 
blable calcul jouissent de la méme propriété ; que, par suite, toute dérivée 
principale figurant dans le second membre d'une des relations interme- 
diaires est de classe nécessairement inférieure au premier membre corres- 
pondant. 

Ces conclusions sont d'ailleurs indifféremment applicables au système 
algorithmique et au système concret (II). 


CR 
LT 


Fa 


DE L’EXISTENCE DES INTEGRALES, ETC. 81 


V. Sr, dans un système harmonique quelconque, l'égalité identique a 
leu entre les diverses expressions immédiates (concrètes) de chaque dé- 
rivée principale des classes 1, 2,..., J; toutes les expressions immédiates 
(concrètes) d'une dérivée déterminée de classe j +1 obtenues en effec- 
‘tuant sur une même équation du système proposé l'opération ci-dessus 
indiquée (AN) sont identiquement égales entre elles, de quelque manière 
que celle opération soit conduite. 


1° En premier lieu, si l’on n’opère de substitutions qu'après la 
dernière différentiation, les expressions immédiates (concrètes) aux- 
quelles on est conduit pour la dérivée en question sont identiquement 
égales; car la relation primitive résultant des seules différentiations 
est indépendante de l’ordre dans lequel on les exécute, et pour cha- 
cune des dérivées principales, de classes nécessairement inférieures 
à / +1, qui y figurent, les diverses expressions immédiates (con- 
crètes), à plus forte raison les diverses expressions ultimes (concrètes), 
sont par hypothèse identiques. 

2° Si l’on ne change pas l’ordre relatif des différentiations, le ré- 
sultat de l'opération ci-dessus indiquée (IV) est indépendant de toutes 
les autres conditions dans lesquelles on l’effectue. 

Supposons, en effet, que les différentiations soient exécutées dans 
un ordre déterminé, certaines d’entre elles étant suivies de substitu- 
tions déterminées, et soit x celle des variables indépendantes par 
rapport à laquelle la dernière doit avoir lieu. La relation concrete sur 
laquelle on doit exécuter cette dernière différentiation peut, comme 
nous l’avons fait remarquer (II), se déduire d’une certaine relation 
algorithmique par la simple substitution des composantes connues 
du système concret et de leurs dérivées partielles aux composantes 
indéterminées du système algorithmique et à leurs dérivées sem- 
blables. Soient dès lors 
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les relations, algorithmique et concrete, dont il s’agit; dans ces rela- 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Mars 1893. Il 
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c . pee d 
égales à 7 —1(IV). Les dérivées 


. . ‘ 4 , F x à di? » 
a -. qui sont principales, sont au plus de la classe 7; car elles figu- 2 


| 2: rent dans le second membre de la relation algorithmique que lon _ 
“er déduit de (4) à l’aide d’une différentiation relative a æ, et, par suite; 50 


‘ Ex .. FER my do . À . 
sont de classes inférieures au premier membre => qui est de classe 


TE Pr 


a j+1 (IV). Chacune de ces dérivées, comme aussi chacune des déri- 

" ates vées principales c, ..., a donc, dans le système concret, une expres- 
| sion immédiate unique, qui se trouve être, à plus forte raison, son 
expression ultime unique. De là résulte en particulier que, si l’on 
désigne par 


les expressions immédiates (concrètes) de 


do 
dx’ 


.…., 


Ce chee 


5 : 
et par ((%)) --- les résultats que donne la règle des fonctions com- 


posées quand on effectue sur Ÿ, ... une différentiation relative à a, 
les diverses expressions immédiates X,, ... peuvent s’obtenir en éli- 


5 : :' : dx Sy 
minant respectivement des diverses expressions (()) - les déri- 


vées principales, de classes nécessairement inférieures à 7; qui peuvent 
y figurer. 

Cela posé, au lieu de différentier par rapport à a la relation (con- 
crète) (5), ce qui donne 


‘te - dô df dfdu | df dv df do df dz 
‘ Sy 

x 
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ce qui donne 


aoe af af du df dy df df dt 


puis de remplacer par leurs expressions immédiates les dérivées prin- 


= eipales qui peuvent alors figurer dans le second membre. 


En résumé done, au lieu d’effectuer sur une équation quelconque 


; (a) du systeme concret une suite de différentiations et substitutions 


propre à engendrer quelque relation immédiate, on peut, sans rien 
changer au résultat final, procéder de la manière suivante : en dési- 
gnant par # le nombre des différentiations successives, et par à la dé- 


_rivée principale que l’exécution-sur (a) des 4 — 1 premières amene- 
rait dans le premier membre, on prendra la relation immédiate 


(unique) dont le premier membre est à, on effectuera sur elle‘ la 
kieme différentiation, et l’on remplacera finalement par son expression 
immédiate (unique) chacune des dérivées principales que cette kï®* 
différentiation aura pu introduire dans le second membre. Il est 


et qui se déduisent, comme nous l'avons expliqué (IV), par différen- 


tiations et substitutions, d’une même équation du système concret. 


Si, sans changer de part ni d'autre l’ordre relatif des différentiations, 
on n'opère de substitutions qu'après la dernière d’entre elles, on tombe 
sur deux expressions immédiates respectivement identiques aux deux 
précédentes (2°), et l’on sait d’ailleurs (1°) qu'en procédant ainsi le 
résultat est indépendant de l'ordre des différentiations. 


VI. Si, dans un système harmonique où les premiers membres sont tous 
distincts, l'égalité identique a leu, d’une part entre les diverses expres- 
sions immédiates (concrètes) de chaque dérivée principale des classes 1, 
2,...,j, d'autre part entre les diverses expressions ultimes (concrètes) de 
chaque dérivée cardinale (11) de la classe j +1, les deux expressions 
immédiates (concrètes) d'une même dérivée principale de classe j +1, 


déduites de deux équations différentes du système proposé par l'opération 


indiquée plus haut (IN), sont nécessairement identiques. 


Supposons, pour fixer les idées, que ce soit la fonction uw dont cer- 
taines dérivées figurent dans les premiers membres des deux équa- 
tions considérées. Pour passer de la fonction wa l’une ou à l’autre de 
ces deux dérivées, il faut exécuter sur elle certaines différentiations, 
dont quelques-unes peuvent être les mêmes de part et d'autre. Nous 
désignerons par le symbole D. l’ensemble de ces différentiations 
communes, et par les symboles D’., D’. l’ensemble des différentiations 
restantes pour la première et la seconde dérivée respectivement. Les 
deux équations peuvent done s’écrire 
(6) Dee ee 


(7) DED ae 


Cela posé, la dérivée de classe j-+1 dont parle l’énoncé coincide 


latif des différentiations peut seul influer sur le résultat final. De 
3° Considérons deux quelconques des expressions immédiates (con- — 
crètes) dont le présent alinéa (V) a pour but de démontrer l'identité, 
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soit avec D.D’.D’.u, soit avee quelque dérivée de D.D’.D’.w (11). 
Dans le premier cas, en vertu de l'alinéa précédent (V), les opéra- 
tions à effectuer soit sur l’équation (6), soit sur l'équation (7), pour 
en déduire une expression immédiate de D.D’.D’.u, pourront l’être 
comme il suit: on exécutera d’abord la différentiation D”. s’il s’agit 
de Péquation (6), la différentiation D’. s’il s’agit de l'équation (7), et 
Yon remplacera ensuite dans les seconds membres des formules ré- 
sultantes les dérivées principales des classes 1, 2,..., j par leurs 
expressions ultimes. Or ce mécanisme engendre précisément deux 
expressions ultimes (concrètes) de la dérivée cardinale D.D’.D’.u, 
c'est-à-dire deux expressions qui, par hypothèse, sont identiquement 
égales l’une à l’autre. 

Si la dérivée de classe j +1 dont parle l'énoncé coincide avec quel- 
que dérivée de D.D’.D’.u, les opérations à effectuer soit sur l'équa- 
tion (6), soit sur l’équation (7) pour en déduire une expression im- 
médiate de la dérivée en question pourront l’être comme il suit : 
1° on effectuera d’abord la différentiation D.” s’il s’agit de la pre- 
miere, la différentiation D.’ s’il s’agit de la seconde, et l’on rempla- 
cera les dérivées principales figurant dans les seconds membres par 
leurs expressions ultimes; 2° on exécutera ensuite les différentiations 
restantes, qui sont les mêmes de part et d'autre, et l’on éliminera 
finalement des seconds membres les dérivées principales. Or, comme 
nous venons de le voir, les résultats sont identiques après la pre- 
miere partie de l’opération, par suite aussi apres la seconde. 


VII. Dans un système harmonique où les premiers membres 
sont tous distincts, l'égalité identique entre les diverses expressions 
immédiates (concrètes) d’une même dérivée principale de première 
classe a lieu d’elle-méme, puisque les relations immédiates de pre- 
miere classe font directement partie du système (IV). On en conclura, 
par l'application répétée des propositions ci-dessus (V) (VI), que 
cette égalité identique a encore lieu pour la deuxième classe, puis 
pour la troisième, et ainsi de suite indéfiniment. Jl n'y a donc, pour 
une même dérivée principale quelconque, qu'une seule expression immé- 
diate concrète, et à plus forte raison qu'une seule expression ultime concrete. 
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. qu'un premier membre, quel qu’il soit, n’est la dérivée d’aucun autre: 

car, si deux équations du système avaient respectivement pour pre- +. 

EC miers membres D,.u, D,.D,.# par exemple, l'identité des diverses 
expressions ultimes de toute dérivée principale aa évidem- oy 
ment de supprimer la seconde, 1.50 
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COURBURE DES COURBES ET SURFACES. 


Par M. S. MANGEOT, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE TROYES. 


Je considère une quadrique et une sphère tangente, et j’imagine le 
cône qui, ayant son sommet placé en leur point de contact M, passe 
par leur courbe commune. Ce cône est du deuxième degré. On peut 
voir que celles des sections normales de la quadrique, au point M, qui 


_ touchent les traces du cône sur le plan tangent, ont leur rayon de 


courbure égal au rayon de la sphère; si le cône est en contact avec ce 
plan, l’arête de contact devra coincider avec une tangente principale 


_ de la quadrique. On conclut de là ces deux règles : 


1° Pour avoir les centres de courbures principaux et les tangentes 
principales en un point simple M d'une quadrique définie par son équa- 
tion, tl suffit d'exprimer que, par l'intersection de la quadrique et d'une 


sphere la touchant en M, on peut faire passer un cône ayant son sommet 


en M et tangent à la quadrique. Le centre de la sphere et Varéte de con- 
tact du cône avec le plan tangent sont un centre de courbure principal et 
la tangente principale correspondante de la quadrique. 


2° Pour avoir le cercle osculateur en un point ordinaire M de la courbe 
d intersection de deux quadriques définies analytiquement, ul suffit d'ex- 
primer que, par l'intersection de chacune d ‘elles avec une sphere la tou- 
chant en M, on peut faire passer un cône ayant son sommet au point M et 
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‘remplacer chacune de celles qui ne sont pas des surfaces du premier 
ou du second degré par une quadrique ayant avec elle, au point que 


is oi ee 


tangent à la courbe en ce point. Le cercle commun aux deux sph 
déterminées est le cercle cherché ('). a : 


Je suppose maintenant que l’on veuille résoudre les deux mêmes 
problèmes sur des surfaces quelconques. On pourra, pour cet objet, 


l’on considère, un contact d’ordre égal ou supérieur à 2: car, si deux 
surfaces ont entre elles un tel contact, elles admettent, au point de | 
contact, les mémes directions principales et les mêmes courbures prin- 
cipales, et, d’un autre côté, quand deux surfaces ont respectivement 

un contact d'ordre au moins égal à 2 avec deux autres surfaces en un 

de leurs points communs, la courbe d’intersection des deux premières 
surfaces a le même cercle de courbure, en ce point, que la courbe 
commune aux deux autres. Or, si | 


J (2%, ÿ,3) =a 


est l’équation ponctuelle d’une surface, et si 2’, y’, 3’ sont les coor- 
données d’un point non singulier de cette surface, on obtient l’équa- 
tion d’une quadrique particulière qui la touche en ce point, le contact 
étant au moins du second ordre, en annulant la fonction 


f d ! 0 = ret 0 33 ! RP à 
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c’est-à-dire en ne conservant, du développement de l'équation de la 
surface suivant les puissances entières et positives de x — 2’, y — y, 
= —s", que les termes qui sont du premier et du second degré par 
rapport à ces différences. 

Veut-on, par exemple, connaître les rayons principaux, à l’origine O 
des coordonnées supposées rectangulaires, de la surface A qui corres- 
pond à l'équation 

e* — eY — sins =0? 


mg ee 


(1) Si l’une des deux quadriques se réduit à un plan, le cerele osculateur est l'inter- 
seclion de ce plan avec la sphère relative à l’autre quadrique. 
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Bey = 2) ee yh 9, 
pliquer a cette quadrique la regle énoncée plus haut. Une sphère 
chant au point O est 


a+ + e+ 2p ay as; 


cône ayant comme sommet ce point et comme directrice l’intersec- 
n de la quadrique et de la sphère est | 


rs 


ae a+ y+ 3?— p(2?— y*?)=0. 


Pour qu'il soit en contact avec la quadrique, c’est-à-dire pour qu’il 
soit tangent au planæ—y—sz—0, il faut prendre p= = V3. Les 
centres de courbure principaux de la surface À sont donc les centres 
des deux sphères 


a ai yi+ ot ay3(e—y—s)=0(’)- 


(1) Pour avoir les rayons principaux d’une surface, on peut aussi faire usage du théo- 
~ rème suivant, facile à démontrer : 2 


Quand une quadrique et une sphère sont tangentes, le rayon de la sphère et les rayons 
t de contact, sont proportionnels à la 


_de courbure principaux de la quadrique, au poin 

racine double et aux deux autres racines de l'équation dite équation en À relative aux 
deux surfaces rapportées à trois axes coordonnés quelconques, À étant en multiplicateur 
devant les coefficients de l’équation de la quadrique. 
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FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL, 


Par M. W. KAPTEYN. 


Dans ce Mémoire, je me propose d’abord de faire voir que le calcul 
des résidus de Cauchy se prête admirablement à la démonstration 
des propriétés fondamentales des fonctions de Fourier-Bessel et à la 
sommation de plusieurs séries composées de ces fonctions. Je m'oc- 
cupe ensuite des développements importants d’une fonction holo- 
morphe en série des fonctions de Fourier-Bessel et en série des carrés 
de ces fonctions, que M. C. Neumann a traités dans son travail 
Theorie der Besselschen Functionen (‘}, et dans un Mémoire intitulé 
Ueber die Entwicklung einer Function nach Quadraten und Producten 
der Fourier-Besselschen Functionen (?). 

Après avoir donné une nouvelle démonstration pour les formules 
fondamentales de M. C. Neumann, je termine par donner un nouveau 
développement qui m’a été suggéré par la solution connue du pro- 
blème de Képler en fonctions de Fourier-Bessel. 


(1) Leipzig, 1867. 
(2) Berichte üb. die Verhandlungen der Kôn. Sachs. Gesellsch. der Wissensch. Bd. XX1; 
1869. 
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a __ L. Soient z et ¢ deux variables imaginaires et J, tas la nets de. ne , 
Fourier-Bessel de rang », on a, d’après M. Schlômilch ('), Le 


| : | HS SR re LC) +6) + 61 (3) +... 
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pour toutes les valeurs finies de s et de ¢, à l'exception de 0 


| En effet, pour toute valeur de z, aU eaty ane 6H TS 
CEE morphe de ¢ dans toute l'étendue du nie de représentation, excepté 
ù à l’origine et à l’infini. Cette fonction est donc développable en une 
double série, ordonnée suivant les puissances entières positives et 
négatives de la variable. 

Si l’on pose 


ST 1 
Un = — e? i! oa} £°-l dr, 


les intégrales se rapportant à la cireonférence d’un cercle de rayon 
arbitraire 7, décrit dans le sens positif, la double série devient s 


rie dust Mag TE Ea DAME He ee 


Choisissons 7 = 1, et soit 
i et, 


El 


(1) Ueber die Besselsche Function. Zeitsch, für Math. u. Phys., M, Jahrgang. 
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par rapport au seul point de discontinuité ¢ = 0. 
Qn a done les deux formules 
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. Appliquons la première de ces formules à la démonstration des 
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En différentiant l'équation (2) on abtient 
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3. Pour faire voir avec quelle facilité se fait la sommation de plu- 
sieurs séries connues, je choisis les deux séries 


alt 


a pb en 
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cos (zcosp)= I, (3) — 21, (s) Cos20 + 21, (:)cos40 — 


Le second membre de la première série se réduit, en introduisant 
l'équation (2), à 
sf 1 
r Ar) 5 32 33 : 
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Or, pour toutes les valeurs de z et de t, ce résidu s'écrit 
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(1) Lommen, Studien ib. die Bessel'sche Function, Pp. 29. 
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le chemin d'intégration étant maintenant la circonférence d’un cercle 
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de rayon => 1, parcourue dans le sens négatif. On déduit de l’équa- 
tion précédente, en changeant le sens de l'intégration 
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— 1 1 gizcos?, 1 ¢-iscos?, — {À 3 ei cos? — Leriscos?, 
En réunissant, on obtient 
s(— 5) = ee — [S(s) oe: eizcos® cnrs _ g-is ep] 


ou, parce que | 
S(—s)=S(s), S(s) = cos (scos¢). 


4. Dans le reste de cette premiere Partie, j'étudierai encore deux 


séries, dont la première 


(4) = Stal (s) + 2h (23) +21, (83) +... (4) 


n’a été démontrée jusqu’à présent que pour les valeurs réelles 
— I ne ah 


Cette série, dont je me servirai dang la troisième Partie, présente des 
difficultés plus grandes. 
En posant 
S(s)—=1+21,(s)+2L(23)+o2l;(3:) +... 


et introduisant des résidus, on aura 


S()= ere ESS 
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où le chemin d'intégration, la circonférence d'un cercle de rayon arbi- 


traire, est parcouru Abe le sens positif. En adoptant, pour = et ¢, des 
valeurs telles que 
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(*) Topuunter, The functions of Laplace, Lamé and Bessel, paf, 
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r plus loin, il nous faut discuter la condition (5). 
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f f=r(eos) ising), . s=p(cosz-+ ising), 


2 


ion s'écrit pe . - | At 
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raginons que z(p, «) ait une valeur fixe et proposons-nous de dé- à 
iner toutes les valeurs de r, telles que, pour tous les points sur la = À 
onférence du cercle r, la condition soit remplie. 
La valeur de 0, qui fait maximum l’exposant 


PA I ; oa is Ge ; ; sa 
a (r—:) cosa cos — (r+) sin asiné, Sa ~ ee 
- ry , F : 
est déterminée par l’équation : | Ne 


1+ 7? 
5 tanga. 


‘4 ae lang? = — 


| | Cette valeur, substituée dans la condition (6), la transforme en 


: 2 [4 = 200824 +72 
7e” : <A 


MCD Ir, 


on aura, pour déterminer 7, Vinégalité ~ 
‘ L 4 À À RE aS 

2U 

2ch2u —2cos2a < FR 


# 


Il faut donc, o et « étant convenablement choisis, que w varie entre 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Mars 1893. 13 


eee 
t, de l'éq uat 


yas mn » : 


= =" | 
oe xe au —20 a ag 
ou de l'équation | Ÿ ER, 
= + ~ ~ 3 N 
Vsh?u + sin?a = ra 


os Par approximation, j'écris pour la plus petite os de u: ee - =a i 
et pour la plus grande, en négligeant sin*a : shu— —- Ainsi on ob- 


(8) 


% 


tient les formules approximatives | Fe 


oy 5 _ psing 3 
Pe Aart 
QUE | 2Us 
, er, = —*. 
(10) p 


Remarquons maintenant que les deux valeurs de u, qui satisfont à 
l'équation (7), sont égales si l’on a 


(11) ch2u— ush2u—cos22a (!), 
et qu’avec cette valeur l’équation (7) devient 


\ — 2u 
| FOI ne PV shou 


On voit donc que pour toute valeur de z dont le module est plus 


petit que ve ern u étant la racine réelle de l’équation (11), tous les 


points ¢ à l’intérieur d’une couronne, entre les circonférences des 
cercles décrits avec les rayons 
1h Ca et i ey ad 
remplissent la condition (5). 
lest évident que l’ensemble des équations (11) et (12) détermine 
une courbe C, symétrique par rapport & deux axes rectangulaires. 
AT Te ee ee 


(*) Pour «= go” cette équation est la même que Laplace a étudiée dans son Supplé- 
ment à la Mécanique céleste, p. 3 (c). 


pono sm OURIER-UESSEL. 


ge yb 30°. 459, 60°. be 90°. 
Wee eres 9,000 ' 0,651 0,884 1,031 1,128 1,184 1,199 


+ i, 51,000, 70,870 oe 0,730 0,691 0,669 0,663 


Cer 30°. 60°. 90°. 
ee SSS ee —————_—— — d 
(uy) 0,000, (74) 1 ,000 0,050, 0,95! 0,087, 0,917 0,100, 0,905 ‘ 
(uz) 4,50, (72) 0,011 4,50, 0,011 4,50, 0,011 4,50, 0,011 | eer 
a 0,000, : 1,000  O,102, 0,903 0,177, 0,838 0,204, 0,815 Lt Fe 
_ 3,58, __ 0,028 3,98, 10,026 2,08, 02028 3,58, 0,028 pl 
gf 0,000, 1,000 0,157, 0,855 0,272, 0,762 0,315, 0,730 | wy : 
; 2,99; 0,050 2,99, 0,050 2,99, 0,050 2,99, 0,050. —— ~ | 
27 0,000, 1,000 0,218, 0,804 0,378, 0,685 0,438, 0,645 : 
#2 ne 2,54). 0,050 2,54, 0,079 © 2,54, 0,079 2,54, 0,079 oa 
05 _ 0,000, 1,000 0,289, 0,749 0,500, 0,606 — 0,546, 0,579 : al 
Del 1210,- 6,116 2,15, 0,116 2,15, 0,116 2,15, 0,116- ie 
0,000, 1,000 0,375, 0,687 0,648, 0,523 0,785, 0,456 ¥ 
= 1,91, 0,220 1,51, 0,228 F- 1,91, 6,221 1,51, -0, 224 7 
0 7. 0,000, 1,000 0,490, 0,613 ? 
SEE 1,35, 0,259 1,59: 00,239 
Li 
0,000, 1,000 
< +10 0,307 
0,000 1,000 < 
0,9... Pairs de 
ar. 0,80, 0,449 


5. La discussion précédente apprend que la série S(z) est équiva- 
lente avec l'intégrale Ha Tree 


pour tout point z na dans la partie lan à li 
courbe fermée C. f ce a 35 
- Observons encore que le chemin d ‘intégration est une 


mée, située entièrement dans la couronne entre les circonférences 
des cercles décrits avec les rayons 7, etr, et renfermant la plus pe ite aes 
de ces circonférences, tandis que les rayons r, et re sont variables avec a 


la valeur de s et déterminés par la position de ce point. ee 
Choisissons pour ce chemin la circonférence d’un cercle de ree te 
et proposons-nous de trouver la valeur de cette intégrale. 
Pour y arriver, nous démontrerons d’abord que, = étant un point 
fixe à l’intérieur de la courbe C et 7, le plus grand des rayons corres- 
pondants à ce point, l’équation — 


(14) ees ; . 


n’admet aucune racine dans la couronne comprise entre les circon- 
férences des cercles de rayonsr, et1, ni sur le contour du premier 
cercle. | 

_ En effet, substituant dans l'équation (14) 


t—r(cosô +isin0), | s=p(cosa-+ ising), 


on obtient, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire, 
(15) a+ 6 (r—2) es a) cosa sin] =n, 
a6) | Fees D EVE Se sin a no] 

De ces équations on déduit, en posant 


L I I 


Rein eo) ep log 


p+ q° p+ 
ou, en remplaçant r par e#, 
res (m— 0) + wu? 
ch 2u— cos 20° 
tanga — “chu sind + shu(n— 0) cosé 
u shu cos? — chu (x — 6) sind 


Nag 


a | HS. ¥ 
' nce ae LES FONCTIONS | DE  FOURTER-BESSEL. 


ec antic valeur de t(r, 0) correspondra done une valeur ts 
, æ), et faisant varier ¢ sur la circonférence d’un cercle de rayon 
, la valeur de 0, pour laquelle p est minimum, » est évidemment 

n. Cette valeur minima de p sera 


— 


Imaginons maintenant que pour certaine valeur de z(p, «), par 
xemple p = 0,5 et a = 60°, r varie entre les valeurs r, = 0,606 et 1, 
| evident que, Lee la couronne taken il n’y a pas un point t 


as Fc une valeur ee tie u variant entre uw, = 0,500 et zéro, —— = 


= = 0999 et I. «7 2000 


En en la couronne correspondant } à une valeur fixe de z (p, à) 
sera limitée par les circonférences des cercles de rayons 1 et r,, cor- 


. respondants à 
- 0 et DUT, 
où u, est la plus petite racine réelle de l’équation (8) 4 
b à : “a 


Vsh?u,+ sin?a = we ES 


Ra or ‘ é AM TS - 5 . A L 
_ La valeur de D variant entre les limites 


il est évident que la valeur fixe 
uy 


PAL Vsh?u, + sin? « 


est plus petite que toute eur que = — possède dans l'intervalle con- 


sidéré. jee 
Il semble qu’il y ait une exception pour « = o° et « = 180°; cela 
s'explique en remarquant ae dans ces cas, la couronne se réduit à 


zero. 


At F0 "Lan. ated < ae D fai AL), 
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L’équation (14) n’admettant point de racine dans la couronne, 
entre les cercles de rayonr, et 1, n’enaura non plus dans la couronne 
entre les cercles de rayons 1 et: En effet, on remarquera aisément 
que les équations (15) et (16) ne changent point si l'on remplace r 
et 0 par < et ax — 0. 
Ajoutons encore que, pour toute valeur de z, l'équation (14) admet 


la racine t— 1. 
Revenons maintenant à la formule (13) 


[ I — sa) 


ES i; S 1 
ae ge ARC] 


oùr,>r>r, les valeurs 7, et r, étant les valeurs correspondantes à 
une valeur fixe de z choisie arbitrairement à l’intérieur de la courbe C. 


l, 


1 . 
En remplaçant # par 5» on obtient 


1 — te ( -i) 


—$(s)=—. ee ay le 
oe ely eae 
1 


y 


Nous avons changé le signe de S(z) parce que nous admettons que 
la variable z, dans la dernière intégrale, parcourt la circonférence du 
cercle de rayon dans le sens positif, comme dans la premiere inté- 
grale. 

La différence des deux intégrales 


3 Là 3 / 1 
T es eK i) I po aD 
; - _ = dt —. = dt 
27 5(¢—-7) 2 3(¢-7) 
 tli+te L t\i + te? L 
fF 


r 


n'étant autre chose que le résidu de la fonction 


REP ar, 


a 
ofr + cet (“| 


Dre er REC aM FONCT ons DE rieur, +108 


ey ju à la seule ra rac ne simple ¢=—1 du dénominateur, on 


Ro 


S(s)=1+2 Ÿ (ns) — — 


pour toute valeur de s située à l’intérieur de la courbe fermée C. 


6. La seconde série dont je me propose de déterminer le champ de 
convergence est la série | 
| <2 —o"n? Ce nl Lu +n! Inex( +24) 
an) | aa ne 
Aa | | | (e+! Ine (n +43) 
Î Se 
qui résulte des développements dans Ja troisième Partie de ce Mé- 
moire. 
Pour démontrer l'égalité précédente, je commencerai par la som- 
mation de la série | 
I,(n2) a1; (n+ 23) 
LOUE nl ak ar dar 
(n +3)! défi, (r+4s) 
2! (n+4)"*" dzr+1 


- 


D'après la formule (3), on a 


LA 


¢ e 2 mera (¢ =) pr-+2P—1, 


Insp a +27 aps) = ay wa ee (0) 


par ‘suite 


t 


Pps) =(- ay (sey € ie Be prep, 


dz+1 Z{o) & 


1 


4 aaa ie ne . 
En a dent cette équation dans la série 


is obtient TA 
: . nz 1 
os 7 Ra oa yet ee “E(¢-4). 
qa RCE on Joe ae 

SE mt 1 É : S ; 25 = | 0 +e yar ns De 

a] : » ' Ny 23 i 

à Or, tant que | 
18 r # ¥ 4 : . 3 ei - 2 + 
Ci (See media yay De 

é . ‘ ‘ . 
NE la série entre parenthèses se réduit à © 


I 


1 hoe | 0 k xs pei) | 
à par suite | <a 
ae ns f,_1 
, | AT | | ACA p= ns. ot oy _ e? (¢ i) 


' | En assujettissant la variable s à ne pas quitter la partie du plan à 
be : l’intérieur de la courbe C, on sait qu’on peut toujours assigner à ¢ des 
| valeurs telles que la condition (5) est remplie. Toutes ces valeurs de ¢ 
sont comprises dans la couronne entre deux cercles de rayons 7, et r, 
plus petits que l'unité qui dépendent de la valeur choisie pour z. 
Choisissons maintenant pour 7 une valeur intermédiaire entre 7, et 72, 
l'équation précédente prend la forme ~ 


à | | = (—1)"(n—1)! I q2—1)n+ er(! 2) 

14 : PRÉ Ti qe een 
4 ‘A + À \ f [: — fe? (: 1) d 
3 

a 

ou, en remplaçant ¢ par > et changeant le sens de la nouvelle inté- 

| grale, 

ae | x 

PENSE (—1)"(n—1)! 1 (¢2—1)"+1 e? : 

“ RE meet ee am or à RNA 2 

5 1 k — Per = 


~ 


sh = en + 


ae 


A 4 . jer + * 
ER OT Dal OA ty Ur 
S SUR LES FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL. on 


ENT. | 
= clair que, dans la couronne, entre les deux cercles de rayons r et + 
+ Ne anne Sa LÉ a L'on . > a . 
CO ia fonction sous le signe d'intégration ne possède aucun point de dis- 
fa ra . ENS aoe Le # 11 i os) e # 
a continuité; par consequent, les deux dernières intégrales sont iden- 
tiques et l’on obtient 


fl 
ae 


P(z) =— P(s) 


= ou” 
a an = a“ ‘NE Bis) = 0. i 
4 On a done, pour toute valeur de z à l'intérieur de la courbe C, 
oa — o=(n = 1)! PRE) ! d”“Inas(n +25) 
- at: ; 2° nttidgn+i (n —9, jet dz 
| (ey! a Ines (nh) 
- 2 | UE AVE dzn+i 


En multipliant cette équation par dz et intégrant entre les limites o 
et =, le chemin d'intégration étant situé entièrement à l’intérieur de 
la partie du plan limitée par la courbe C, on obtient aisément 


> tandis) ee Cee LD 
Ree det “New ne By 
| Bie pada (ns) ay d1,4,(n+ 23) 
== (n a 1) n°+1dz" ; (n se Q)r+t dz” 
rp Lise z me (n +1)! d'A, (n +4) 
; ne n! (ne h)ettds" “A 
4 et cette équation a lieu pour les mêmes valeurs de z que la précédente. 
1 Ce procédé, répété encore n fois, conduit à la série demandée. 


7 
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‘apres ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, il est 


a + a 


DEUXIÈME PARTIE, “ 


@ j 
y. yee : 
L/ . 


. ; sal pal 


LA 


A 
nr 


es Proposons- nous ; maintenant de dé Re une RAR Re 
; morphe J (s) en série de fonctions de Fourier-Bessel, de telle sorte Fe by 


ue ke 
fis) ig 1,2) eet eee ur a 


les coefficients x étant indépendants de z. x VS 
| Admettons d'abord qu’un tel développement soit possible, etcher- 
chons à déterminer les coefficients. Pour y arriver, je développe les 
deux membres de l'équation précédente suivant les puissances crois- 
santes de s, et j'égale les coefficients des mêmes puissances dans les 
deux membres. En écrivant 


=) +2 (€ )rw+ HPROEE D FACE 


Fe) eee RER | 
SSE ( Il(n +1) Eee (2) —...], . 
on obtient aisément | 


J (jee fs ag 


2 f'(o)=2f' =a, 
; a? ft (oO) =a at = (ge, EE 
(OLA Sat us : 
oft (oy== at f= Ga%— hast a, 
| SPAS) == NP roms ne cé 
. . jae a® f* (0) = 2° f* == aoa 150, — Cay + aes 
. 27 f" (0) = af? = — 350, + 2103 — 7 as + a, 
eee ne vs here ee SOS RS CR Ne RUES 
i, dont on déduit, en généralisant, 
AJ; 
ho ee n? n? (n?— 92) n? (n?— 2") (n?— 4? 
108 as] fr Ep PU Maa) (ot) par pr |(npain), 
= seul n(n?— 1?) n(n?—1?)(n°— 32) 4 ; 
es | ay =| nf Fae Fie acc D fit ari] (2 impair). 


AE na OUT Us CNet Os ay RUE 4 5 
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dmettent une forme beaucoup plus simple, quand _ 
onctions | 


ru 


penis a yt ntl 


Li nt n(n—a ‘OE : i TU 
bs  —— —— Pi = ed WP? pair), “rt 


= ey 


ee PE 


Pr à nine) n (n? — 1?) (n? — 3?) on—1n! 
AO au Ni VE i PT eee a 


(a impair). . 


En effet, on verra aisément que 


~ 


| | m= LUS Yee | Bo 


Bi : Oe LILY, | t= ey 
ee ee tres 2057 ©) | 2 


où les résidus correspondent au seul pôle ¢ = 0. ; “Se oe 
On peut réunir les deux formules pour O, en renversant l’ordre des” ats . 
termes et en introduisant un coefficient <,, dont la valeur pour n =o | or 
est égale à l’unité et pour n =1, 2, 3, ... égale à deux. Avec cette no- } 
tation, ona ; 
| n 2 2 nt ; ; 
(18) On) Efira tT} “a 


les derniers termes entre parenthèses étant = “a 


€” gt 


an 


selon que 7 est un nombre pair ou impair. 
De cette manière, on est conduit à ce développement de M. C. Neu- 


mann 


Sf (4) = % L (3) + bi(4) + ca L(:)+..., 


| (19) 


an tn SONOS) EE f OO CO dt 


\ 
à 
\ 
a 


W. KAPTEYN. ‘ae Be: 
ae à » 
r Den le rayon d'un cercle arbitraire décrit dev, orig ati comme = “4 
< 2 
centre. > 


8. La méthode précédente, analogue à celle dont s’est servi Fourier | 
dans son Traité de la Chaleur pour déterminer les coefficients des sé- 
ries trigonométriques, est loin d’être suffisante. C’est pourquoi nous — 
allons reprendre le problème et déterminer directement la somme de 


la série obtenue. | ‘ » 
_ En introduisant, pour O, (¢), l'intégrale de M. Neumann (! ) 


0,69 = en f e+ VF) + (var 8) ede 


: A | ou tS 
we PRES RE i ES ere Ne 
“a | Oa f |( x + 1) (Cry 
ae eg ’ = 
a? on obtient 
LC] hone I 0 o \ vtVe+ be R 
Le nay= sf Vie Ges 
° 0 
L sc | 
= — I, (3) ede. 
( Hered (=) 


. 


Considérons, dans le dernier membre de cette équation, l’intégrale 


comme la limite de is pour X infini, la somme sous le signe d’intégra- 


3 tion s’écrit, pour toutes les valeurs de æ et ¢, a I’ exception de ¢= 0, 
12 d’après la formule (1), 
z (: yr t ) a 
No ET => - = 
2e r+ yai+t marie 


par suite 


Xs s—2 æ Sate 
2e On(C)In(s) = Slim f et af e ! ‘dr. 
0 c à ° 


(1) Cette formule, que M. Neumann donne sans démonstration, a été prouvée d’une ma- 
nière très élégante par M. Sonine (Math. Ann., t. XND). 


oe 


— 
0; 2 st 


‘> 


4+ sina) ee t= r (cos0 + isinô), 


——— ou £ cos (x — 0) —1 | : CP 


_ à 


ujour rs négative quand ona 


4 a Spur ou med? = mods 


— 


Si wie couued est remplie, on aura donc 


o 


D 0, (1) LiGy= ae 


Q 


ed 


as ann) CT i) EY no: (t) 1(2) [7 di = dt = f(s), 


shy +: L ; ‘ 7 
ce qui prouve le théorème de M. C. Neumann. 


at 
he Fo: Pour développer une fonction paire f(s) en série de la forme ae 


0 fig < 
es” 


Bee (23) f(s) = lis) + a 18(s) + m5), 


| on pourrait suivre la même méthode. 
ae Ey développant 2 


f(s = porta (2)ro + À (re +. 


eats 2T, ZG CA G) | 
a) 5 jot a (eee) (an ta) see ap 


a 


ee EU deg 
2n + 2 
op (an-+1)(an +3). : 
(on+2)(2n+4) 
à Me T= . (an+1)(an+3)(an+5) | 
(an+2)(an+4)(an+ 6)’ 
: ee 
ACT ee CPGE 
$i; 4 MES A RE 
4 ee 2, 23 


ce # : at 
WA : UE En Ve Lan PL 
on obtiendrait, en génera sant, ’ ay Sie ret ar ; 
/ 7. i a - is = 11 : Les 


De : ; ‘ mays AA a ned | Re 
rk 20)m An En oe 2, (4) tf (2), 
la fonction Q,(s) étant définie par l’équation 


; y n° n(hn?— 2? L 
#2, (2) =% + 2A Er Sg at a 


Soi line ps 


4n*(4n?— 2?).. (qnt—an = a} 


gle 


or Son 


| dans laquelle ms 
ab) fig Ann | 
(25) ; ND averse 


10. Pour démontrer rigoureusement le développement précédent, 
je commencerai par établir une formule analogue à la formule connue 


(26) ” MPtSY= cf L,(23 sinw) do, 
To 


pour les fonctions Q,(:) et 0,,(3). 
En partant de l’équation 


= Hate TRES. (Qnt—an—=a ) 


I 
03,{%) = z inti 
ona 


4 On (2) =1 + 34 RME +... 
4n?(4n?—2?%)... Cane Sie ; 


+(2n+1) 


Quand on remplace dans la dernière équation z par sr elle de- 
q 


Pree sin’ 20 : , 
+ 5 ———— sr ——— +... fl 


2* F 


RES on Een... (ant nas") sintettau | = 
Le s y … fi Bee gin : “ 


mere de cette équation on déduira aisément 


hn? Te (hie =e 
SAE MT ES Az 


en observant que 


L 
+ : 1 Sees eee lt Pl (p!} es 
: Jo T(2p +2) (2p +1! : ; 


= 
: ces 2p+1 ÉRMEE EP, 
Lu ae J sin DE rod 

Or le second membre de l’équation (27) se réduit à 2°Q,(x), d'où 
résulte la formule cherchée 


Eee + | aia De 


Sec aa | 
| d Te 
08) = Ff On (RE) ao. 
a Les ee (25) et ya nous LEE EU maintenant d'écrire 
l'équation - st 


Zero à SJ À 0 (ging) ra sind de de 


la condition mod¢ > modz étant remplie. 


ie 
w. ae ae Zh 


Dans le dernier membre de cette nt mod = 


et 2 mods, tandis que mod2zsinv varie entre o ae eee nae uite 
la formule (21) sera applicable et l’on aura — + we 


oO 


at aa tot eh Ee 
2° 0: + Tan (22 sin?) rx sintg Bas 


0 


~ 


En introduisant la dernière équation dans la précédente, celle-ci 
se réduit à 


I : tsin 
Den 2 (0) 13 (2) =— nal f — 3 An al de ay, 


0 


ou, apres avoir effectué l'intégration Le rapport a, à 


De Qa iL eas sing do 
a V2— s?sin?o sin” 


0 


et apres l'intégration par rapport à 9, à . 


a 


Semcon 14 (Hor) 


0] 


ou à 


(29) Den Qn () Lis) = = 


0 


L’équation (29) ayant lieu quand mods > modz, on aura sous la 
même condition 


Dal HE = IDE @, (2) 13 (2) | (ode = : I anes ae 


0 


Dans la dernière intégrale, le rayon r étant soumis à la seule con- 
yop d'être plus grand que mods, cette intégrale, multipliée par 


Ke n'est autre chose que la somme des résidus de la fonction AR) 
e—s 


S DE Donne Tio) 


— sz, dont les valeurs 


— 


ce qui démontre le second développement de M. C. Neumann. 


of à ‘ 


TROISIÈME PARTIE. 


De Hi Dans cette Partie, jem "occuperai d'un nouveau deveippnement 
a une fonelion holomorphe en série de la forme 


tal se Le + 1, (2 4) 2 a:1:(33) +.. 


En admettant la possibilité d’un tel développement, la comparaison : | i 
2: _ des coefficients des mêmes puissances de la variable dans les deux 
membres conduit aisément aux équations 


De: TOULON Gas à | - | | 
a Re (OD he Oa, : | 2 

22 f2(0) = 27 da, 

28 f8(0)=— 3a + 33 a3, 
PL 28 fi (0) =— 2'. hots + Aras, 
oe rae 28 f8(0) = 100, — 3%. 5 a + 55 ats, 
26 f5(0) = 29.15 a, — 45.6.0, + 6° a6, 
a1 f7(0) = — 3ba+ 37.210 — 57.705 + 71 Oy 


De ces équations on tire, en généralisant, 


es S Ho = fo); 


aif ota af + 5 er eS eto (0) 


Aan 
2,3 nf Cae, 
RH pa (o) 
a! (an-+1) 
4 2 
Met oe re 1) n(n+1)(r+ ) £8 (0) +. 
HET (an +1) 
Ann. de l’Éc. Normale. 3e Série, Tome X. — Avnit 1895. 


Con+1 = oe 6 des ie 


a2n+1 


2 À 
Pia ei. 0) 


15 
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En introduisant les fonctions nouvelles 


SI n?—'T? 1 (n?—- 2?)(n?— 1?) 1 
ORNE 5 at TS ARS ni aa 
(an)! 1 
ner s2n+1? 
2 n(n+i) 3 
20), Z De DE oy Bit Se eke 
2 FX 3) = (an+1) 3 a Q@n+i) 3 ee 
5. zy (2—1) Rn (n+1)(n+2) 1 PR ORPI I 
see (2n + me 35 ei (2n ake, 1)20+1 pint 


les coefficients prendront la forme 
a = fo); 

tn =a On, (4) f(s), 
(0) 


(oe 
Agn+1 — 2 oe Oon (3) f'(5), 
(0) 


ou les résidus sont relatifs au seul pôle s = o. 


On peut réunir les deux formules pour ©,, et ©,,,, en posant 


aye ee A IR n?(n-— 4)? Æ 

PMU inc HR ions) allie Par 
n* (rn — 6)? 

Fi (n — 6) ‘ 


2.4.6(2n —2)(2n — 4) (2n—6) 
le dernier terme entre parentheses étant 


I nr-2 

nl 2-3 
ou 

I nr-2 

non? 


selon que x est un nombre pair ou impair. Remarquons que la déter- 
mination précédente se réduit pour rn — 0, €, étant égal à l’unité, à 


Os) 


ui 
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De cette manière on obtient ce développement 


(30) SF (3s) = G+ a, 1, (5) + ml, (25) + as13(35) +... 
ou 
(31) An = En Deer 


12. Avant de donner une démonstration rigoureuse de ce dévelop- 
pement, nous allons établir une propriété importante de la fonction 


Ds). 


Distinguons les cas où » est pair et où n est impair. 


a. npair, plus grand que zéro, 


2 OF (3) = 


nn | are (n—2} n° 
ner? ghrl 9( 27 = 5) snl 

: (n— 4} ne PA AA ne a 
2 lan oem) se nL ah Fz! 


od 


De cette définition on tire, en intégrant entre les limites æ et =, 


ar arin P rs) see n°? 
O,(z)ds — > ym? | geri 95 (an — 2) gn 
a = 
nt Tee (ie Sy OR ge a 
4 = Seat For 
al 2a) (27 = Gees pial 2°} 
et 
3 s 9 2 
D a nl ES. 
2 f = On (5) ds — pire grt! DE EEE 
~ a ~ a 


‘ n*s* f 4 ee eit 
2.4 (2n — 2) (2n— 4) 


ou, d’après l’équation (18), 


5 22 I 9 
(32) 2 f =f O, (4) at=+[20,(n5)— 2: 


b. nimpair, 


2On(5) 


ght ni av! 3? 


arn! | n°? (n—2} 2” ine Pee à 


= eet : 
ner gh D (2 ke 2) 


"4 Ps ee ; 
_~ 


at nt nia? 
ag o, (a)de= NET ne eee ere > See 


et on 
nla: 
ve ae 0, (6) ds = Das Les 


ne 


ou, d’après l’é “lieues (18), 


ee 2f 1 fro, (s veto 


Des équations (32) et (33) on déduit aisément [4 relation 


(34) Ons) =3 [+ a LD +. 0,(n5)]. 


Cette équation nous permet d’écrire ©,(s) en forme d’intégrale 
définie. : 

En effet, en admettant que la arte réelle de = soit positive, l’inté- 
grale 


aa |e [e+ orn (a — Vx?+ n*s?)" | e-* dar 
est équivalente à 
ie (CENEEN EN CET EE" 
Celle-ci che done aussi la fonction 0, (ns) et l’on aura, en 


(a +Va?+1 D (@ = Vet)" 


introduisant l’abréviation i 


0: (nz) mY en dx, 
0 
et, d’après l’équation (34), 


n 


(35) On(z)= ah (Rata 3 nsx +1) ver dx. 
0 


7 £ - 


uant que la fonction y satisfait a Véquation différen- 
aoe Yl . 


pres Videntité 


cn Pa od we n> 
PA a a ny) Ct Ee a Ser: + n? (3? — | (yes), | gt” 
ARE . : ; ; 4 
as on déduit de l'équation (38) 3 oe 
Bs a am À, \ ; ; x 
Pa tO, (sya at "| oe + ans" “ (7er?) Te in (etui) Teer 
tek nJ, \d2? dx à | 
= (1— COST) + . (1+ cosnT) +n (1 — 2 JO (US) 
. Cette propriété, que nous avions en vue, se réduit a - 
Bi. À, (39) | MO tr) son (Te) On (22) 
et rate 
sl a 4 , 
TONER DAS) En (1 — 37) O, (22), 
selon que 7 est un nombre pair ou impair (‘). 
és + F . : ? 
see (7) De ces équations et des équations différentielles pour On(z) que M. Neumann a 
données, on pourrait déduire des équations différentielles pour les fonctions Op (2)- 
ah : A E e 


Tae | ae . 9 On iy ogee S 


| | KA 
13. Revenons maintenant à | notre de (30) et ( ai ro. . 


= 


: sn ces formules d'abord à la fonction = ae a 
: : es: 1 


is 


ensuite à la fonction 


ie Dans le premier cas, les coefficients prennent des valeurs tres . 
Des simples. En effet, 
L - Es En e 

PAS ee Pare 
a où le rayon r est arbitraire et soumis à la seule condition d’être plus 
‘ petit que l'unité. 
; Or, en nent t par | = et changeant le sens de I’ te on 


obtient 


as | o () | 
«rt È a . te En f (; eee dt _ —__ En os L dt — x Pak 1 é 
a : Fa 2Ti), At HR Maer Le ne (i—t) OANTT = He 


. 
7 = 
_ r 


SC 
i> ou . 
7 
0 nt 
: à o, (+) 
UT One, § ——+=—=e,0,(1)=¢ 
a na [12 Cy, t(¢ —1) n rit ) ne 


Il en résulte la série 


on : ; : 

. (4) pag SEH 2h (4) + 21,(25) +2l,(33) +..., 

lag ‘ 

à que nous avons étudiée dans la première Partie et dont nous avons 
We 


- ee € ~~ 


e r se déduit immédiatement de la définition de la fone- 


. ( ette valeur, substituée dans l'équation (30), donne la aie 
QU 4? : > D Je i \ fn 
te ipa - 1 Insa(n +35) 
se eos L ner É r (nr ots Dent à F - aA 
a. we To à ‘ " 
so ms ob ee Ca +) LC + hs) nee , PR 
LOC POS EN RESTE A if 
ERA tes eile S., à > f ‘ ue ; a) 
dont le champ de convergence est identique avec celui de la série pré- rf 
ety te. es = ae 1 ; 
t ont me 4 ae Ty | 
> < ‘4 - 


= 14. Considérons maintenant la série 


. i = 


ae 8 =D 0, ()1(n5) 
| | x | 


RER. Let déterminons la partie du plan dans laquelle cette série sera absoiu- 
ment convergente. 
Pour cela, je remarque d’abord que pour 


! 
p = modz, 


re ona 
| | 4 À nee À noe ne? 
ae (42) ; modl, (Rs) re à + 
En effet, on a ; 
i ne Laos À dde Ds ni = | 
AL 20 Eds Te a NA À a 
ite a mod ecu eS a" n! DETTE a)” an enr 4)? 
i A as | 
À 
ee 8 ” s PL 
‘yr al cr Len RES rs 5 


mer, 2 
‘modI, (23) < = ani | 


a 


ME, 


HAT ES 2] aa Li “a à 


En second lieu, je tire de l'équation (41), en posant 


i 


r = mod t, 


que pourr2r 


(43) mod, (¢) <1. 
| D'après les équations (42) et (43), on voit que le terme général 4, 
de la série 


¥ moa [en On (t)1,(nz)] 


x 


satisfait à l’inégalité 


2 

_ n®pn pe 

Un L 2 are CR 5) 

d’ou | | 
eet 2 n g? 
u EN . I 1+— 
lim (et) = Êe tim (1+ ) alee. 
Un / n= 2 Nr) n= 2 


La convergence absolue de la série S est donc établie dans un 
cercle de rayon € = 0,659, € étant racine réelle de l’équation 


; 140 
(44) er. 


aM) 2 
wes 
Les conditions r2r et 2€ <¢ étant remplies, nous pouvons changer 


l’ordre des termes de la série S et obtenir aisément la somme de cette 
série. Pour y parvenir, développons les fonctions ©, (4) et réunissons 
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les coefficients des puissances négatives de £. De cette manière, on 
obtient | 


FC ME M (62) i 
93 « 43 ALES) + A 
I 


rig 3 ee Zu ae lenge TU 
Bee a eee ae ee 
En résumant, on a 
I 
(45) ez = Yer On (4) Ia (28) 


0 


pour 
modéz1 et modz<&. 


La dernière formule s'étend aussi à toutes les valeurs de z com- 
prises à l'intérieur de la courbe C, qui est située entièrement dans le 
cercle de rayon 1. 

En effet, attribuons à ¢ une valeur constante dont le module est 
plus grand que l’unité, il est évident que la série considérée sera 
convergente en même temps que la série 


Ÿ Enln (3), 
sod 


0 


ourbe C. 


dont le champ de convergence est précisément limité par la c 
16 


Ann. de L’Éc. Normate. 3° Série. Tome X. — AvRIL 1893, 


122 W. KAPTEYN. — RECHERCHES SUR LES FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL. 


15. Déterminons maintenant la somme de la série 


wo oe - 


D aulitns) = f D £2 On(t) li (ns) Fit): 
Co 
0 0 
D'après ce qui précède, si nous choisissons mod¢=R=1 et = à 
l’intérieur de la courbe C, on obtient 
= I UE) 
Dealers) = —— JO) ay — f (2). 


2TL J.t—z 
* R 


En résumant, nous aurons done ce théoreme : 


Lorsqu'une fonction f(z) est holomorphe dans un cercle de rayon 
R21, elle est développable en une série de la forme 


Ag+ 0, 1,(5) + o1,(23) + o31,(35)+... 


el convergente a l'intérieur de la courbe C. 


L'EXISTENCE DES INTEGRALES 
SYSTEME DIFFERENTIEL QUELCONQUE 
(suite), 


Pan M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE CAEN (!). 


Existence des intégrales ordinaires dans un systeme harmonique 
et passif. 


14. Nous nommerons, pour abréger, systéme franc, tout système 
différentiel qui, avec le double caractère harmonique et passif, possède 
encore les deux suivants : 

1° En désignant par æ, y, ...,u, 9, --- les variables indépendantes 
et les fonctions inconnues qu’implique le système, les seconds 
membres sont des polynômes entiers par rapport aux dérivées de uw, 
y, ..., et les coefficients de ces polynômes des fonctions de x, y, -.-» 
u, v, ... olotropes à l’intérieur d’un système de cercles ; 

> Si, dans le second membre d’une équation quelconque du sys- 
tème, on considère un terme quelconque et qu’on y fasse abstraction 
du coefficient, la somme des ordres des facteurs ne surpasse pas 
l’ordre du premier membre correspondant (*). 


15. Un système franc (14) admet un groupe d’intégrales ordi- 
naires C2) et un seul, répondant à des conditions initiales données (8). 


(1) Voir page 65. 
(2) Dans la Note communiquée à l’Académie des Sciences le 28 mars 1892, j'avais em- 
ployé, pour désigner le même objet, la dénomination de système canonique. 
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Tout revient, comme nous l'avons dit plus haut (8, III), à prouver 
la convergence des développements de ces intégrales. 


I. Si les fonctions f(a, y, ...), (a, y, ...) sont toutes deux olo- 
tropes à l’intérieur de quelque système de cercles comprenant les va- 
leurs particulières xy, Yo, --.; si, de plus, les valeurs de 9(æ, y, ...) 
et de toutes ses dérivées en æ,, Yo, ..- sont réelles, positives et supé- 
rieures aux modules des valeurs correspondantes de /(x, y, ...) et de 
ses dérivées semblables, la fonction © sera dite mayorante de f par 
rapport aux valeurs particulières considérées. 

D'après cela, les points suivants sont évidents : 


Relativement à des valeurs particulières donnees : 

Sto est une majorante de f, toute dérivée de 9 est une majorante pour 
la dérivée semblable de f; 

Une expression entière par rapport à plusieurs fonctions telles que f et 
a quelques-unes de leurs dérivées d'ordres quelconques, a pour majorante 
l'expression qu'on obtient en remplaçant dans la proposée tous les coeffi- 
cients par leurs modules, et les fonctions f avec leurs dérivées par leurs 
mayorantes et les dérivées semblables de celles-ct. 


I]. Soient f(x, y, ...) une fonction olotrope à l'intérieur d'un système 


de cercles de rayons R,, R,. ...; Lys y,, ... des valeurs particulières in- 
térieures aux cercles dont us agit; r une premiere quantité positive infe- 
rieure aux différences R;— modx,, R,— mody,, ...; x une deuxieme, 


positive ou nulle, quelconque d’ailleurs ; M une troisième supérieure a tous 
les modules que peut acquérir la valeur de f(x, y, ...) à l'intérieur et sur 
les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de x,, 
Vos «+. comme centres ; B, vy, ... des constantes positives au moins égales 


\ 


à —; enfin m un entier positif. 


I 
i 
Cela etant, la fonction 


DORSALE ASE LS Se 
(ry) ) [1 — B( a — xy) CT = Jo)... |” 


Oren? 


esl mayorante pour. 7 (æ, ER oy relativement aux valeurs Los Y 


Tout d’abord, ces deux fonctions sont olotropes à l’intérieur de 
quelque système de cercles comprenant les points 2, y,, .... Faisons 
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suivre maintenant de l'indice zéro les notations des diverses fonctions 
à considérer et de leurs dérivées, pour désigner leurs valeurs particu- 
lières en &,, Yo. ---- Il vient immédiatement 


Y,=M > mod fi, 


puis 
dite... WV J 
lan |= SO) ply'... mm 1)... Fi) 
‘à ; = (m1) (me + 41)... 0n ei +14) 
Stn Chicas © fe Peal oH coats aks epskeloht) clic pe Soha 
END trek Tate, he eM 
M = ns oe mod| rr, 


Ill. Si Von désigne par u une fonction inconnue de la variable inde- 
pendante x, par U,(a, u) une composante donnée, olotrope al ‘intérieur 
d’un svstème de cercles, et par Xo, u, des valeurs intérieures aux cercles 

4 0 0 
dont il s’agit, l'équation différentielle 
5 


& 
\ 
iS 
8 


est identiquement vérifiée par la substitution à u d’une serie entiere en 
x — x, se réduisant au, pour x = Ty ('). 


L’équation (8) constituant à elle seule un système harmonique 
passif (13), tout revient, comme nous le faisions remarquer il y a un 
instant, à prouver la convergence du développement de l'intégrale hy- 
pothétique. Dans le présent alinéa, nous désignerons par R,, R, les 
rayons des cercles à l’intérieur desquels la fonction U,(a, wu) est 
supposée olotrope; par r une quantité positive inférieure aux diffé- 


rences 
R,—modz,, R;,— modws; 


par M une deuxième supérieure à tous les modules que peut acquérir 
la fonction U,(æ, u) à l'intérieur et sur les circonférences des cercles 


(1) La démonstration de l'alinéa IE est empruntée à un Mémoire de MM. Méray et Ri- 
quier, ayant pour titre : Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires 
d’un système d'équations différentielles totales (Annales de l’École Normale supérieure, 
1889, p. 372 et suivantes). 


d'en + NC 


aa Pe eae 


- . 
7 | M . : ; FPE _ 1 


À A | | | ts ee ay 
d'où résulte (IL) que Q,(Z) est majorante pour U, tz, x) masuyomeniay T4 


Es aux valeurs a, ui. , : : 72 
Cela étant : a LM ; a 3 
bi} En désignant par # un entiers > ret par” U,(æ, u) l'expression HS 


= 7 > a 
ie 


d'u 
ultime de aan? ba sae: 
“ RAA (MH 1) 374 | 
(9) Q4(Z) 1.3.5. (ak —3) (+) (eae Ne 


I— — 


r 


est majorante pour U,(a, u) relativement aux valeurs x, Up. 
Il résulte, en effet, des alinéas I et Il, combinés avec la définition a 
de Q,, que l’expression ultime 


a | edly, au; 
|: ati du vi 
a pour majorante | 
FOR AQ RS 40 dQ, M+1 1 (M+iÿ 
DA ul eee ie à = 
eS Ta Lt tox 
\ fe i 


le point en question se trouve ainsi démontré pour Q, et U,. En le sup- 
posant vrai pour Q, et U,, l’expression 


AU athe 


Ca a pide 


i 
\ ~ 


qui, à cause de la passivité du système (8), coincide bien avec l'ex- 
pression ultime U,,, (12, VIL), a de même pour majorante 


oe DA gO, NET dQ, M+1 

Ps: . APE teas PP az \! HA) = ae aL 7 = Qhat 

i the! 

* ae 2° En désignant par § le module de + — x, et par gun entier positif 
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quelconque, le terme en (x — a)? dans le développement de l'inté- 
grale hypothétique de (8) a un module inférieur à 


(10) |e’. 


r 
Effectivement, le terme dont il s’agit est 


(11) Ur. uy) ER. 


Or, sig =1, ona, d’après la définition de M, 


mod U, (Ze, üo) < M, 


et à plus forte raison 


mod U; (xo, u)) < 2(M +1) = SE] : 
7 


sig est >1, en faisant dans la fonction (9) k=q, =X, U= Uy, 


ona, d’apres 1°, 


Or 


= —1 
mod U,(2o, Uo) <1.3. 9-3) (2)! (M + :)7 
\ 


12H 0: | (2) + y)t 
| 


7 


<ras3..a| 


Donc, pour toute valeur positive et entière de g, le module du 
terme (11) est inférieur à la quantité (10). 
3° Le développement de l'intégrale hypothétique a un rayon de 


oO ; OE an Aa mene 
convergence au moins égal ala qua tite positive (Mi) 


Effectivement, l'expression (10) est le terme général du développe- 


ment de 
rs + 2(M + ey 
ee oe 


en une série entière par rapport à €, qui converge tant que é reste 


inférieur à —<~——<: A plus forte raison le développement de l’inté- 
2(M +1) 
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grale hypothétique est convergent, si le module de æ—x, tombe 
au-dessous de cette dernière quantité. 


IV. Si l’on considère divers groupes de fonctions, dépendant res- 
pectivement d'autant de groupes de variables, et divers produits dont 
chacun ait pour facteurs des dérivées provenant d’un même groupe 
de fonctions : 

1° On nommera taille d'un semblable produit la somme des ordres 
des facteurs ; 

2° On dira que deux produits, provenant soit d’un même groupe 
de fonctions, soit de deux groupes distincts, sont 1somorphes, si, quel 
que soit &, le nombre des dérivées d’ordre & est le même dans l’un et 
dans l’autre. 


V. 1° Su, désignant par w une fonction de la variable indépendante t, 
on exécute sur la fonction composée F(t, ), à composante indéterminée, 
k(21) différentiations consécutives, puis, que l’on ordonne le résultat par 
rapport aux dérivées de w, l'algorithme final pourra s'obtenir comme il 
suit : assimilant pour un instant l'unité a un produit de taille nulle, on 
considerera les divers produits de tailles 0, 1, 2, ..., k formes avec les 
dérivées de w, on multipliera chacun d'eux par un coefficient convenable- 
ment choisi, égal à quelque somme de multiples entiers de dérivées par- 
lielles de la composante, et l’on ajoutera tous les résultats. 


Ce point est évident pour # = 5, et l'on vérifiera sans difficulté que, 
s'il est vrai pour une valeur quelconque de 4, il l’est encore pour la 
suivante. 


2° Si l’on exécute sur 1 "expression 


dw 

P(t, wv) + W (4, w) FT 
où D, W désignent deux composantes tndéterminées, k — 1 differentia- 
lions consécutives, puis, que l'on ordonne le résultat par rapport aux 
dérivées de w, l'algorithme ainsi obtenu ne diffère du précédent que par 
les fonctions de t, w qui y jouent le rôle de coefficients. Ces dernières 
deviennent, dans le cas actuel, des sommes de termes dont chacun est le 
produit de quelque entier positif soit par la fonction ®, soit par la fonc- 
tion W, soit par quelqu une de leurs dérivées partielles. Dans le coefficient 


PR 


dc à id hé Lei lite, de (or à 
PPT CN 
À » À a 
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d'un produit de taille inférieure a k figure nécessairement quelque dérivée 
partielle de ® (ou cette fonction elle-même, si k — 1); dans le coefficient 


d'un produit de taille k ne peuvent figurer que la fonction W et ses déri- 
vées partielles. 


ME Sondeñtene par zx y... UV," les variables indépendantes 
et les fonctions inconnues d’un système franc (X) (14), et par Lo, 
Yor +++ Ups Po, - des valeurs particulières arbitrairement choisies à l’in- 
térieur des cercles où les coefficients des seconds membres sont supposés 
olotropes, le sysième déduit de (X) en y remplaçant les coefficients dont 
il s agit par certaines majorantes relatives à ces valeurs admet un groupe 
d'intégrales PRenanl eh Go, Vo. < +: les valeurs initiales respectives Uy, 
Vos ..., tandis que leurs dérivées de tous ordres, tant principales que 
paramétriques, ont des valeurs initiales essentiellement positives. 


Soient 


g le nombre des fonctions inconnues u, 9, ...; 
é une quantité positive moindre que 1; 

u une quantité positive quelconque; 

O(<) la fonction —— 


Il résulte de Valinéa III que, en désignant. par w une fonction 
inconnue de la variable indépendante ¢, l'équation différentielle 


ARR DOC 2m) 
ue) + dt” 1—e0(¢+ gv) 


est identiquement vérifiée par la substitution a w d’une série entiere 
en z dont la somme s’annule avec ¢('). D’ailleurs les valeurs initiales 
des dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si 
l’on développe 0(7) par la formule 


TT TA... 


p(t) 
1— ¢ 0(t) é 
de certains systémes du premier ordre (Annales de l’École. Normale supérieure, 1890, 
p. 47 et suiv.). 
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(1) La fonction a déjà été employée par MM. Méray et Riquier dans l'étude 
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et que, apres avoir remplacé + par ¢ + gw, on ordonne le résultat par 
rapport aux puissances de ¢ et w, on voil immédiatement que les 
valeurs initiales de la fonction @(¢ + gw) et de ses dérivées de tous 
ordres sont essentiellement positives. Il en est de même de la fonc- 


: I , à 
ep eu Aer ; évelopper suivant la formule 
Un or eee peut d pper si 


\ 


1+¢@+ ¢.°@?-+..., 


par suite enfin du produit 


B OCC+ 8”) oes Bw)’ 


second membre de l’équation (12). Les valeurs initiales des dérivées 
de tous ordres de notre intégrale jouissent donc, elles aussi, de la pro- 
priété annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées à leur 
calcul, elles se présentent sous forme d'expressions entières, à coefli- 
cients entiers et positifs, par rapport aux valeurs initiales du second 
membre et de ses dérivées partielles. Nous désignerons par W(4) l’in- 
tégrale considérée de l'équation (12). 

Considérons maintenant une relation quelconque (a) du système 
franc proposé; puis, écrivons l'équation (12) sous la forme 


dw dw 
(13) de VU OlE+ ow) +e OE + gw) i 


et différentions cette dernière (13) autant de fois qu'il le faut pour 
obtenir une relation de méme ordre que (a). Si, dans ces deux rela- 
tions d’ordre égal, on suppose les seconds membres ordonnés par rap- 
port aux dérivées qu'ils contiennent, et si, dans chaque terme de l’une 
et de l’autre, on fait abstraction pour un instant de la fonction qui y 
joue le rôle de coefficient, un terme pris à volonté dans le second 
membre de (a) a pour isomorphe un terme convenablement choisi 
dans le second membre de la relation que nous avons déduite de 
(13) (IV) (V). Dans le second membre de cette dernière, partageons 
alors les termes en deux groupes, suivant que chacun d’eux est ou 
non isomorphe de quelque terme figurant dans le second membre 


yo aga al 
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de (a). Remplacons enfin dans les termes du second groupe toutes 
les dérivées par leurs expressions ultimes déduites de (12), sans tou- 
cher ni au premier membre, ni aux termes du premier groupe. La 
nouvelle relation ainsi obtenue, que nous désignerons par (b), est 
identiquement vérifiée, comme (12) et (13), par la substitution a w 
de la fonction W(¢). 

Cela posé, faisons correspondre aux variables indépendantes et aux 
fonctions inconnues 


Wee Ve sau Uy Vie 
du systeme harmonique autant de constantes positives 
RC AE OT ARR © ES PRESSE 


que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs, et appe- 
lons poids d’un produit de dérivées, par exemple de 


qitli+..- 7 AM+IF GY 


dz dy',...dx™ dy?... os 


la quantité 
p' pr 
FL SR ae 

dont la loi de formation est évidente. Puis, considérant l’un quel- 
conque des produits de dérivées qui figurent dans le second membre 
de (b), désignons par » le nombre des produits isomorphes figurant 
dans le second membre de (a), et par À la somme des résultats ob- 
tenus en multipliant chacun de ces derniers par son poids. Dans le 


second membre de (b), remplaçons alors la variable ¢ par 
a! (a — a) +a" (y—Jo)+--> 
la fonction w par 


~ [B'(u — uo) + B'(F— Vo) +. le 


& 


et chaque produit forme avec des dérivées de w par celle des quantités 
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DN hy ss : 2 
=~ qui lui correspond; substituons enfin au premier membre de la 


méme relation (b) celui de la relation (a) multiplié par son poids. 
Il est facile de voir que la relation résultante sera identiquement ve- 
rifiée en æ, y,..., quand on fera 


| u= uot By Wlal(w — 29) + a"(y—Yo)+---] 
(14) | p= eet gr WLal(@ — a0) + a (y — yo) +.) 


Ni Ye eels @ ofa) © 0 01586. 510 a ele toire se Oia ems) der nine ee Oe 


D'ailleurs, en y réduisant a l’unité le coefficient de la dérivée qui 
figure dans le premier membre, la relation finalement obtenue ((a)) 
ne différera de la relation (a) que par les coefficients du second 
membre. 

Comme à chaque relation (a) du système proposé (A) on peut faire 
correspondre une relation telle que ((a)), on tombera sur un sys- 
teme ((A)), differant de (A) par les seuls coefficients des seconds 
membres, et identiquement vérifié par la substitution au, 9, ... des 
seconds membres de (14), c’est-à-dire de fonctions qui prennent en 
Xo, Yo, +--+ les valeurs initiales &,, %, ..., tandis que leurs dérivées 
de tous ordres ont des valeurs initiales essentiellement positives. 

Je dis maintenant que, la constante positive « ayant été choisie sous 
la seule condition d'être inférieure à 1, on peut disposer des constantes 


(15) [cee ae 5 a pity: SO Cre 


de manière que chaque coefficient du système (X) ait pour majorante le 
coefficient correspondant de ((X)), relativement aux valeurs Xy, Yo, «++ 
TRC RER 

Nous ferons tout d’abord quelques remarques sur la composition 
des coefficients de ((A)), en considérant, pour fixer les idées, ceux 
du second membre de la relation ((a)). Chacun d'eux est une somme 
de fonctions de x, y,..., U, 9, ... qui toutes ont des valeurs initiales 
positives, ainsi que leurs dérivées partielles de tous ordres. Pour le 
terme ne contenant aucune dérivée de u, 6, ..., si l’on désigne para 
le poids du premier membre de ((a)), quelqu’une des fonctions dont 


| 
| 
| 


V TA TT VAS 
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cyte reat : 
il s’agit s’obtient (abstraction faite de quelque facteur entier et po- 


sitif) en multipliant par = quelque puissance entière et positive de 
(16) O[x'(x—2)+ "(y — Yo) +... + B'(u— us) +B"(r— %) +... ]. 


Pour tout autre terme du second membre de ((a)), si l’on désigne 
par Ÿ le poids du produit qu’il contient, et par z le nombre des pro- 
duits isomorphes figurant dans le même second membre, quelqu’une 
de ces fonctions s’obtient (toujours abstraction faite de quelque fac- 
teur entier et positif) en multipliant quelque puissance entière et 


ÿ 


se 3 6 c c € 0 
positive de l’expression (16) soit par . = soit par — <> suivant que 
le terme considéré contient un produit de taille inférieure ou égale a 
l’ordre du premier membre (V). 

Ainsi, les termes figurant dans l’ensemble des seconds membres 
de ((X)) sont de trois sortes : 1° les termes indépendants des déri- 
vées des fonctions inconnues; 2° les termes contenant des produits de 
taille inférieure à l’ordre du premier membre correspondant; 3° les 
termes contenant des produits de taille égale à l’ordre dont il s’agit. 
Nous les nommerons respectivement termes de première, de seconde, 
de troisième espèce. Dans chacun d’eux figure, d’après les explications 
données ci-dessus, une constante positive affectant, suivant le cas, 
l’une ou l’autre des trois formes 


A Yee e 
[o) nm 


et que nous dirons être elle-même de premiere, de seconde ou de troi- 
sième espece. 

Désignons maintenant par R,, R,, ..., Ru Ry, .. les rayons des 
cercles à l’intérieur desquels les coefficients des seconds membres de 
(A) sont supposés olotropes; par 7 une quantité positive inférieure à 
toutes les différences 


R,—modz,, Ry—mody, ..., 


R,—modu, Ry,—mod%, ...; 


. 
par M une limite supérieure des modules qu’acquierent les mêmes 
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coefficients à l'intérieur et sur les circonférences des cercles de rayonr 
décrits de a, Yo. «++» Uo» Yor --- COMME centres; enfin par P la plus 


grande des quantités M, x Il suffit évidemment (II) de faire voir que 


l’on peut disposer des constantes (15) de manière à rendre supé- 
_rieures à P les quantités 


x 


CR es Ce eg ae seas 


ainsi que les diverses constantes positives de première, seconde et 


troisième espèce. 
A cet effet, nous désignerons par 


a, B, 6, 0, CLOSE À op 


p+ 2 constantes positives provisoirement indéterminées, et nous 
prendrons : 1° pour chacune des quantités a’, a”, ... le produit de « 


par des puissances de 0,, 0,, ...,9, d’exposants respectivement égaux 


aux cotes première, seconde, ..., pe de la variable correspondante ; 
2° pour chacune des quantités Ê’, 6’, ... le quotient de B par des puis- 
sances de 0,,0,, ..., 9, d’exposants respectivement égaux aux cotes 
premiere, seconde, ..., pième de la fonction inconnue correspondante. 
Alors le poids d’une dérivée d'ordre s a pour valeur le quotient de 
8 


os par des puissances de 0,, 0,, ..., 0, d’exposants respectivement 
égaux aux cotes premiere, seconde, ..., pe de la dérivée considérée. 


Soient, en outre, 


N un entier supérieur à tous ceux que nous avons désignés d’une 
manière générale par 7; 
h,, hy, ...,h, les plus petites valeurs que puissent respectivement 


atteindre les cotes première, seconde, ..., pièwe des diverses va- 
riables indépendantes ; 
Gi, G,, ..., G, les plus grandes valeurs que puissent respectivement 


atteindre celles des diverses fonctions inconnues; 

Jo Jar +++ Jp les plus petites valeurs, et J,, J,, ..., J, les plus grandes 
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses 
dérivées figurant dans l’ensemble des équations ((X)). 


LR PO 
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ve 
AA “4 


' 
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Parmi les termes de troisième espèce figurant dans l’ensemble des 
seconds membres, nous distinguerons spécialement ceux qui sont 
linéaires par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et nous 
démontrerons tout d’abord qu’on peut disposer de 9,, 0,,...,0,, de 
manière que les constantes de troisième espèce qui y figurent soient 
toutes supérieures à P, quels que soient « et $. Il suffit, pour réaliser 
cette condition, de prendre successivement 


PN: 332), 
Se phen tas 


Ale Coe eae 

En effet, si l’on considère une relation quelconque du système ((X)), 
et que l’on désigne par # l’ordre de son premier membre, les termes 
linéaires de troisième espèce qui peuvent figurer dans son second 
membre sont nécessairement aussi d'ordre #, et la dérivée que con- 
tient chacun d’entre eux a, par hypothèse : soit une cote première in- 
férieure à celle du premier membre; soit une cote première égale à 
celle du premier membre avec une cote seconde inférieure; ...; soit 
des cotes première, seconde, ..., (p — 2 ième respectivement égales à 
celles du premier membre, avec une cote (p — 1°" inférieure; soit 
enfin des cotes première, seconde, ..., (p — rem respectivement 
égales à celles du premier membre avec une cote pi" inférieure. 
Comme ona pris 9, >1, 9% >1, «+ 0,>> 71, les constantes de troisième 
espèce figurant dans les coefficients des termes considérés ont donc, 
suivant le cas, une valeur au moins égale à l’une ou à l’autre des 


Ce 


LA oT ~ oem ee Pa a, hu =F ovis a 
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elles sont donc toutes supérieures à P, en vertu des inégalités (17). 
Après avoir ainsi fixé 0,, 0,, ..., 0,, je dis que l’on peut disposer de 
8 de manière à rendre supérieures à P, quel que soit «, les diverses 
constantes de troisième espèce qui restent à considérer, et, en même 
temps, les quantités 8’, 6”, .... Effectivement, abstraction faite d’un 


£ ety . . 
facteur de la forme = chacune des constantes de troisième espèce qui 


restent à considérer s'obtient en multipliant quelque puissance de 8, 
d’exposant supérieur à zéro, par quelque quantité positive dépendant 
uniquement de 0,, 0,, ..., 0,. Si donc on désigne par Q la plus petite 
valeur que cette dernière atteigne dans les constantes en question, il 
suffira, pour réaliser la double condition que nous avons en vue, d’as- 
sujettir 8 aux trois inégalités 


Br, 
PN 
B > +0’ 
B > P 0% 6... GG. 
Prenons enfin 
P 


a> ———_____ 
h he h 
OT Où... OF 


moyennant quoi les constantes «’, «”, ... seront elles-mêmes supé- 
rieures à P. Les diverses quantités &/, a”, ..., 6’, B”,... se trouvant 
alors fixées, chacune des constantes de première et de seconde espèce 
est le produit par 2 de quelque quantité positive connue. En désignant 
par L la plus petite valeur qu’atteigne cette dernière dans les con- 


. 
t 
LA 
À 
L 
i 
; 
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stantes en question, il suffira, pour les rendre supérieures à P, de 


prendre p> = 


VII. Dans un système franc (A), les développements des intégrales 
hypothétiques sont convergents, toutes les fois que les déterminations ini- 
tiales de ces dernières sont identiquement nulles. (On suppose, bien en- 
tendu, les valeurs initiales x, yo, ..., Up = 0, % — 0, ... des variables 
indépendantes x, y,... et des fonctions inconnues w, 9, ..., toutes in- 
térieures aux cercles où les coefficients des seconds membres sont 
supposés olotropes. ) 

Pour le système (ZX), en effet, les expressions ultimes des dérivées 
principales sont des polynômes entiers (à coefficients entiers et posi- 
tifs) par rapport aux coefficients des seconds membres, à leurs déri- 
vées partielles et aux dérivées paramétriques des fonctions inconnues; 
et pour le système majorant (()), dont la formation est expliquée 
ci-dessus (VI), les expressions ultimes des mêmes dérivées sont com- 
posées exactement de la même façon avec les majorantes des coeffi- 
cients de (À), leurs dérivées partielles, et les dérivées paramétriques 
des fonctions inconnues. Dès lors, puisque les valeurs initiales des 
dérivées paramétriques sont toutes nulles dans les intégrales hypo- 
thétiques de (A), et qu’elles sont, au contraire, toutes positives dans 
les intégrales effectives de ((X)) dont l'existence vient d’être con- 
statée (VI), les valeurs initiales positives fournies pour les dérivées 
principales de ces dernières seront évidemment supérieures aux mo- 
dules des valeurs initiales fournies pour les dérivées semblables des pre- 
mières. Les développements des intégrales effectives du système ((X)) 
étant de toute nécessité convergents, ceux des intégrales hypothé- 
tiques de (A) ne peuvent manquer de l’être aussi. 


VIII. Dans un système franc (À), les développements des intégrales 
hypothétiques sont convergents, quelles que soient les determinations ini- 
tiales. (On suppose toujours les valeurs initiales des variables indépen- 
dantes æ, y, ... et des fonctions inconnues u, v, ... intérieures aux 
cercles où les coefficients des seconds membres sont supposés olo- 
tropes.) 

Désignons par 2%, Yoo «+: les valeurs initiales de æ, y, ..., par v, 

Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Mai 1893. 18 
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Gp te 168 déterminations initiales dew, ¢,..., et observons que, parmi 
les dérivées de v, 9, ..., celles qui sont respectivement semblables aux 
dérivées principales de uw, ¢,... ont toutes zéro pour valeur initiale, 
mais que les valeurs initiales de v, 9, ... et de leurs dérivées res- 
tantes sont précisément égales aux valeurs initiales données pour u, 
e, .… et leurs dérivées paramétriques semblables. 

Désignons maintenant par w', #’, ... de nouvelles fonctions incon- 
nues, puis considérons le système différentiel déduit du proposé (A) 
en y remplaçant uw, », .… et les diverses dérivées de u, 9, ... qui y figu- 
rent paru +u',o+v,... et les dérivées semblables de ces sommes. 
Ce système, qui se met immédiatement sous forme harmonique, est 
en outre passif, car ses relations ultimes se déduisent de celles du 
proposé à l’aide de la même substitution. Il remplit d’ailleurs toutes 
les autres conditions exigées par la définition des systèmes francs (14), 
et, en vertu du théorème des fonctions composées (‘}, les fonctions 
de x, y,..., uv, ¢,..., qui jouent le rôle des coefficients dans les se- 
conds membres, sont certainement olotropes dans quelque système de 
cercles comprenant les valeurs a, yo, ..., 0, 0, .... 

Cela posé, les valeurs initiales fournies par les relations ultimes 
de (A) pour les dérivées principales de w, », ..., quand on prend 
comme déterminations initiales uv, 9, ..., coincident respectivement 
avec les valeurs initiales fournies par les relations ultimes du second 
système pour les dérivées semblables de w’, ¢’, ..., quand on prend 
des déterminations initiales identiquement nulles. Or, d’apres VII, les 
développements construits dans le second cas sont convergents; ils le 
sont done aussi dans le premier. 


16. Un système harmonique et passif quelconque admet un groupe 
d'intégrales ordinaires (2), et un seul, répondant à des conditions int- 
tiales données (8). 


Tout revient, comme au numéro précédent, à prouver la conver- 
gence des développements de ces intégrales. 


(1) Fou mon Mémoire Sur les principes de la Théorie génerale des fonctions ( Annales 
de l'École Normale supérieure, 1891, p. 85). 


| 
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I. Dans un système harmonique d’ordre K, impliquant les fonctions 
inconnues u, +, ... des variables indépendantes x, y, ..., le second 
membre de toute relation ultime d'ordre supérieur à K est un polynôme 
entier par rapport aux dérivées paramétriques d'ordres supérieurs à K, et 
les coefficients de ce polynôme des fonctions (olotropes dans un système de 
cercles) de x, y, ..., u, 9, ... et des dérivées paramétriques d'ordres +, 
2,..., K; de plus, si dans chaque terme du polynôme on fait abstraction 
du coefficient, la somme des excés sur K des ordres de ses facteurs est au 
plus égale à l'excès sur K de l'ordre du premier membre. 


Il est bien facile de se convaincre que l’énoncé précédent, en y sup- 
primant le mot paramétriques partout où il se trouve, s'applique a 
toute relation primitive d'ordre supérieur à K. On en déduit aisément 
son exactitude pour les relations ultimes. 


II. De tout système harmonique et passif on peut, par le mécanisme 
décrit cl-apres, déduire un système d ordre égal jouissant d'importantes 
propriétés que nous établirons plus loin (IIL) (IV). 


A. Désignant par K l’ordre maximum des dérivées qui figurent 


_ dans les équations données, adjoignons à u, ¢, ..- de nouvelles fonc- 


tions inconnues en nombre égal à celui des dérivées paramétriques 
des ordres 1, 2, ..., K, et écrivons que celles-ci sont respectivement 
égales aux nouvelles fonctions inconnues : nous obtiendrons ainsi un 
PREMIER GROUPE ©, , p’orpre SK, 


eeoece rere 


B. Remplacant, dans les équations du systeme donne, les dérivées 
paramétriques des ordres 1, 2, ..-» K par leurs valeurs tirées des pre- 
cédentes @,, nous obtiendrons un SECOND GROUPE @,, p’orpre K. 


C. Comme nous l'avons expliqué au n° 1, chacune des variables 
indépendantes Pr Sr 0 des fonctions inconnues u, 9, ... du sys- 
tème harmonique donné, par suite aussi chacune des dérivées de ces 
dernières, se trouve affectée de p cotes. Cela étant, nous attribuerons a 
chacune des nouvelles fonctions inconnues U, -.. (A) des cotes première, 
seconde, ..., DEN respectivement égales à celles de la dérivée paramé- 
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trique correspondante; nous affecterons en outre les anciennes fonctions 
inconnues u, v, ... de cotes (p + 1)*" quelconques, les nouvelles u, ... 
de cotes (p+1)*"** toutes égales entre elles, et les variables indépen- 
dantes x, y, 3, ... de cotes (p+ 1)!" cy, Cy, Cys... ChOtsteS ide telle 
façon que, pour chacune des anciennes fonctions inconnues U, 9, ..., 
et dans chacun des ordres 1, 2, ..., K, les anciennes dérivées parame- 
triques aient des cotes (p+ 1)*"* toutes distinctes entre elles. 1 suffit, 
pour réaliser cette dernière condition, d'attribuer à cz, Cy, Cz, ... des 
valeurs entières et positives satisfaisant aux relations 


Cu Wits, ty>' Ke, 


Soient, en effet, 
d+B+Y+. uy dé +B ++. 1 


dz dy dzt... > da® dy?’ dzY’... 


deux dérivées paramétriques appartenant à une même fonction in- 
connue uw et à un même ordre <K. La différence de leurs cotes 
(p +r)èms est, visiblement, 


(18) (a—a')c,+ (B — B’)ey+(y — y) +... 


Or les quantités « — «’, 8 — 8’, y — +’, ... ne sont pas toutes nulles, 

et l’on peut toujours supposer que la premiere qui ne s’annule pas est 

positive. Si l’on aa — a’ >o, la quantité (18) est au moins égale à 
Cx— (Bl ey+ y'es +: ..), 

à plus forte raison à 


Cr—(B’+y+...)e,, 


différence nécessairement positive, puisque son terme additif est supé- 
rieur à Kc,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. Si 
lonaa—x—0,f — B’>0, la quantité (18) est au moins égale à 


Cy—(Y'Cs+...), 


à plus forte raison à 
Cy (7 +-.,. .) Cs, 


différence encore positive, puisque son terme additif est supérieur a 


Ke,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. Et ainsi de 
suite. 


oe eee 
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D. Désignons actuellement par & un entier positif SK, par g un 
entier positif quelconque, et considérons, relativement au système 
donné, une dérivée paramétrique d’ordre #4 + q que l’on puisse, de 
diverses manières, regarder comme résultant d’une différentiation 
d'ordre g exécutée sur telles ou telles des dérivées paramétriques de 
l'ordre #, et par suite sur telles ou telles des nouvelles fonctions in- 
connues qui correspondent à celles-ci. Il est clair (C) que les diverses 
dérivées d’ordre g (des nouvelles fonctions inconnues) qui corres- 
pondent ainsi à une même dérivée paramétrique d’ordre & + q du sys- 
tème donné ont des cotes première, seconde, ..., p*"* respectivement 
égales aux cotes homologues de cette dernière. Je dis de plus que leurs 
cotes (p + 1)" sont nécessairement distinctes entre elles. 


Soient, en effet, 
dK+13 u 
di dy dz'.. 


une dérivée paramétrique d’ordre # + q, 


d'u dk u 
19) dat dy’ ds...’ de" dy ds"... 


deux des dérivées paramétriques d’ordre & dont elle peut être consi- 
dérée comme une dérivée gi, et 


(20) LO AESE 


les nouvelles fonctions inconnues qui correspondent respectivement a 
celles-ci. Si l’on observe que les fonctions (20) ont la même cote 
Gers (GCG), -e€.si! l'on caleule la différence entre les cotes 
(p + 1)èms des deux dérivées | 


dur, jr, | NE 
dat dyi-l dai"... 


du, 7, 0,0. 
wey; TER Gi aay 4 
dai dy! daa ae. 


2 9 


on trouve, comme s’il s’agissait de (19), 
(i — ice + Gl — i ey UA Meat ees 
c’est-a-dire une quantité essentiellement différente de zéro (C). 


E. Désignons par A une dérivée des anciennes fonctions incon- 
nues u, 9, ..., jouissant de la double propriété d’être paramétrique 


26 
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par rapport au systeme donné, et cardinale (11) par rapport au sys- 
teme des équations G,; puis considérons, dans le groupe formé par 
les nouvelles fonctions inconnues u, ... et leurs dérivées des ordres 
1, 2,..., K les divers termes que le changement de u, ... en D.u, ... 
rend identiques à A; partageons enfin les termes dont il s'agit en 
groupes successifs d’après les valeurs décroissantes de leurs ordres 
(20), et rangeons les dérivées de chaque groupe d’après les valeurs 
décroissantes de leurs cotes (p+1)*™®, nécessairement distinctes (D): 
la suite totale ainsi obtenue comprend nécessairement plus d'un 
terme et nous égalerons le dernier d’entre eux à chacun des précé- 
dents, en ayant soin qu’ils figurent toujours, ceux-ci dans les pre- 
miers membres, celui-là dans les seconds membres des équations 
résultantes. 

En variant de toutes les manières possibles le choix de la dérivée A, 
et répétant chaque fois l'opération précédente, nous tomberons sur 
un TROISIÈME GROUPE @,, D'ORDRE SK. 


F. Enfin, prenons à volonté deux équations, l’une dans le groupe 
G,, l’autre dans le groupe G., sous la seule condition que leurs pre- 
miers membres soient les dérivées d’une même fonction inconnue. Si 
D.u = n est l’équation extraite de G,, et D.D.u la résultante d’ordre 
minimum des deux premiers membres, la dérivation exprimée par le 
symbole 9. est d'ordre nécessairement supérieur à zéro et au plus 
égal à K. Cela étant, on considérera la relation ultime du système 
donné qui a pour premier membre D.D.u, et l’on y remplacera celui-ci 
par D.u; quant aux dérivées paramétriques qui peuvent figurer dans 
le second membre, on les remplacera, si elles sont d’ordres 1, 2, ..:, K, 
par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, et si elles 
sont d'ordres K +1, K + 2, ..., par des dérivées d'ordres 1, 2, . 
appartenant à celles des nouvelles fonctions inconnues qui corres- 
pondent aux dérivées paramétriques de l’ordre K; on aura soin seule- 
ment, toutes les fois qu'une substitution de cette dernière sorte sera 
possible de plusieurs manières, de choisir, parmi les diverses dérivées 
à substituer, celle dont la cote (p + 1 )ème est la plus faible (D). 

En variant de toutes les manières possibles, sous la seule condi- 
tion que leurs premiers membres appartiennent à une même fonction 


ee : elle ais 
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inconnue, le choix des deux équations respectivement prises dans les 
groupes ©, G,, et répétant chaque fois l'opération précédente, on 
obtiendra un QUATRIÈME ET DERNIER GROUPE @,, D'ORDRE SK. 


G. Le système d'ordre K 
(21) [G,, G2, 63, 6, ], 


formé par la réunion des quatre groupes précédents, est celui que 
nous avons annoncé au début du présent alinéa IT. Il nous faudra sou- 
vent, dans ce qui suit, comparer le système donné au système (21) : 


nous les appellerons respectivement, pour abréger, l’ancien et le nou- 
veau Système. 


II. Le nouveau système (21) est un système franc (14). 


A. Chacune des équations du nouveau système, considérée isolement, 
est harmonique (12, HI), et posséde, relativement aux variables inde- 
pendantes, aux fonctions inconnues que ce système implique et à leurs 
dérivées, les caractères que nous avons désignés par 1° et 2° dans la de- 
finition du n° 14. 


Ce point est évident pour les équations G,, G,, G,. Quant aux 
équations G,, il résulte de leur mode de formation, combiné avec 
l'alinéa I, que le second membre de chacune d'elles est un polynôme 
entier par rapport aux dérivées des nouvelles fonctions inconnues 
qui correspondent aux anciennes dérivées paramétriques de l’ordre K, 
et que les coefficients de ce polynôme sont des fonctions (olotropes 
dans un système de cercles) des variables x, y,... et de toutes les fonc- 
tions inconnues, anciennes et nouvelles. — Si l’équation considérée a 
été déduite d’une relation ultime d'ordre inférieur ou égal à K, elle ne 
contient dans son second membre aucune dérivée. — Si, au contraire, 
elle a été déduite d’une relation ultime d’ordre supérieur à K, il ré- 
sulte de I que dans chaque terme de cette dernière, abstraction faite 
du coefficient, la somme des excès sur K des ordres des facteurs est 
au plus égale à l'excès sur K de l’ordre du premier membre, et, à plus 
forte raison, à l'excès de cet ordre sur celui d’une équation ©, quelle 
qu’elle soit : donc, si d’un terme quelconque figurant dans le second 
membre de l’équation considérée du groupe G,, on supprime par la 
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pensée le coefficient, la somme des ordres des facteurs est au plus 
égale à l’ordre du premier membre. Lorsque la nouvelle fonction 
inconnue dont quelque dérivée figure dans le premier membre de 
cette équation correspond à une ancienne dérivée paramétrique 
d'ordre inférieur à K, le second membre est d'ordre nécessairement 
inférieur au premier membre. Lorsque la fonction inconnue dont il 
s’agit correspond, au contraire, à une ancienne dérivée paramétrique 
d'ordre K, le second membre peut contenir quelque dérivée d’ordre 
égal au premier membre; mais, en pareil cas, comme la substitution 
aux nouvelles fonctions inconnues u, ... et à leurs dérivées, des 
quantités D.u, ... et de leurs dérivées semblables, transforme l’équa- 
tion considérée en une relation ultime, nécessairement harmonique 
(12, II, IV), de l’ancien système, il résulte du choix que nous avons 
fait pour les cotes des nouvelles fonctions inconnues (II, C) que les 
dérivées d’ordre égal au premier membre, qui figurent dans le second, 
remplissent, relativement à leurs cotes premiere, seconde, ..., pi, 
la condition indiquée au n° 1. 


B. Aucun des premiers membres du système (21) ni aucune de leurs 
dérivées ne figurent dans le second membre d’une équation quelconque de 
ce système. 


Effectivement : 

1° Les équations @,, 6, ont pour premiers membres diverses déri- 
vées des anciennes fonctions inconnues, et ne contiennent dans leurs 
seconds membres aucune dérivée quelle qu’elle soit. 

2° Aucune dérivée des anciennes fonctions inconnues ne figure 
ni dans G,, ni dans G.. 

3° Les premiers membres de @, ou leurs dérivées ne peuvent 
figurer dans les seconds membres ni de 6, ni de 6, : car le change- 
ment deu,... en D.u, ... transforme les équations 6, en autant de 
relations identiques dont chacune a pour premier et pour second 
membre une même dérivée paramétrique de l’ancien système; il trans- 
forme les équations G, en relations ultimes (de l’ancien système) ne 
contenant dans leurs seconds membres que des dérivées paramé- 
triques, et enfin les premiers membres de G,, ainsi que leurs dérivées, 
en autant de dérivées principales. 


| 
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4° Les premiers membres de @,, non plus que leurs dérivées, ne 
peuvent figurer dans les seconds membres de @,. Effectivement, si 
l’on prend à volonté l’une des équations 6,, et si l’on considère, dans 
le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues u, ... et leurs 
dérivées de tous ordres, les divers termes que le changement de u, ... 
en D.u, ... transforme, avec le second membre de cette équation, en 
une même dérivée de l’ancien système, le second membre dont il 
s’agit, comparé aux autres termes, appartient certainement à l’ordre 
minimum, en même temps qu'il possède, dans cet ordre, la cote 
(p + 1 )ième la plus faible (II, E). D’un autre côté, dans chacune des 
équations G, ou de celles qu’on en déduit par différentiations, le pre- 
mier membre est toujours, soit d’ordre supérieur au second membre, 
soit d’ordre égal avec une cote (p + 1)*™* supérieure; il ne peut donc 
coincider avec le second membre d’aucune des équations ©,. 

5° Les premiers membres de G, ou leurs dérivées ne peuvent figurer 
dans les seconds membres de 6, : car le premier membre de chaque 
relation @, et ses dérivées, qui, après le changement de un, ... en 
D.u, ..., deviennent respectivement identiques au second membre 
correspondant et à ses dérivées semblables, ont, avant cette substitu- 
tion, soit des ordres respectivement supérieurs, soit des ordres res- 
pectivement égaux avec des cotes (p +1) *™* respectivement supé- 
rieures; et, d’un autre côté, dans les relations ultimes de l’ancien 
système qui ont servi à former les relations G,, on a eu soin de rem- 
placer chaque dérivée paramétrique des ordres 1, 2, ..., K par la nou- 
velle fonction inconnue correspondante, puis chaque dérivée para- 
métrique d'ordre supérieur aK par une dérivée de nouvelle fonction 
inconnue qui fût d'ordre le plus petit possible, en même temps qu’elle 
possédait, dans cet ordre, la cote (p+ sjième Ja plus faible possible 
(HE). 

Pour achever d'établir que le système (21) est un système franc, il ne 
nous reste donc plus qu'à démontrer sa passivité. 


C. Si aux nouvelles fonctions inconnues ui, ... du système (21) et à 
leurs dérivées paramétriques de ious ordres on substitue respectivement 
D.u, ... et leurs dérivées semblables, on reproduit une fois et une seule 
chacune des dérivées parametriques de l’ancien système (Il, G), et au- 
cune de ses dérivées principales. 
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Ce point résulte immédiatement des suivants : 


1° Si aux nouvelles fonctions inconnues u, ... et à leurs dérivées — 


de tous ordres on substitue respectivement D.u, ... et leurs dérivées 
semblables, on reproduit, avec certaines dérivées principales de l’an- 
cien système, au moins une fois chacune de ses dérivées paramé- 
triques. 

Car, dans l’ancien système, toute dérivée paramétrique d'ordre su- 
périeur à K est forcément la dérivée de quelque dérivée paramétrique 
des ordres 1, 2, ..., K; une dérivée paramétrique d’ordre quelconque 
coincide donc, à la notation près, soit avec quelqu’une des nouvelles 
fonctions inconnues, soit avec quelqu’une de leurs dérivées. 

2° Parmi les dérivées des nouvelles fonctions inconnues, celles que 
le changement de u, ... en D.u, ... transforme en dérivées princi- 
pales de l’ancien système sont elles-mêmes principales relativement 
au nouveau. | 

Supposons, pour fixer les idées, qu’il s'agisse de la nouvelle fonc- 
tion inconnue u, définie par la relation D .u =u; et soient 


DU ED arte 
les dérivées de wu figurant dans les premiers membres de l’ancien sys- 
tème, 
(22) D,.D.u, ®,.D.u, 


les résultantes d’ordre minimum (11) des couples respectifs 


| D; | D,.u, 
D.u, Dez, 


Les dérivées de la fonction u figurant dans les premiers membres des 
équations G, sont alors 


(23) D,.u, D,.u, 


Cela étant, si la dérivée D.D.u, déduite de D.u par la substitution 
de D.wau, est principale relativement à l’ancien système, elle coincide 
avec quelqu’une des expressions (22) ou de leurs dérivées, c’est-à-dire 
que D.u coincide avec quelqu’une des expressions (23) ou de leurs 
dérivées; D.u est donc une dérivée principale relativement au nou- 
veau système. 
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3° Si, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues 
et leurs dérivées de tous ordres, on considère tous les termes que le 
changement de u, ... en D.u, ... transforme en une même dérivée 
paramétrique de l’ancien système, il en est un, et un seul, qui coin- 
cide avec quelqu’une des nouvelles fonctions inconnues ou de leurs 
dérivées paramétriques. : 

Effectivement, si l’on partage les termes considérés en groupes suc- 
cessifs d’après les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou 
nuls), puis les termes de chaque groupe en sous-groupes successifs 
d’après les valeurs décroissantes de leurs cotes (p +1)", il résulte 
d’une observation antérieure (II, D) que ces sous-groupes ne con- 
tiennent chacun qu’un seul terme. Dans la suite 


(24) DO uM), 2.0, Dw, ..., ME). us), 


ainsi obtenue, un terme quelconque est évidemment étranger au 
groupe formé par les premiers membres de G,, G,, G, et leurs dé- 
rivées, et il suffit dès lors de prouver que le dernier d’entre eux 
Du est étranger au groupe formé par les premiers membres de G, 
et leurs dérivées, tandis qu’au contraire chacun des précédents en 
fait nécessairement partie. 

Or, si le dernier terme MD”. figurait comme premier membre 
dans quelqu’une des équations ©, ou de celles qu’on en déduit par 
différentiations, le second membre de cette relation, que la substitu- 
tion de D.u, ... à n, ... transforme en la même dérivée paramétrique 
de l’ancien système, serait, soit d'ordre inférieur au premier membre, 
soit d'ordre égal, mais de cote (p + 1)me inférieure; DS .u(® ne serait 
done pas le dernier terme de la suite (24), ce qui est contraire à l’hy- 
pothèse. 

Considérons maintenant, dans la suite (24), l'un quelconque des 
termes qui précèdent le dernier, par exemple D” .w”, et soient 


DO ea 1"), 


DS) uH=u) 


celles des équations ©, qui définissent les nouvelles fonctions incon- 
nues n°, °°. La dérivée paramétrique de l’ancien système en laquelle 
se transforment, par le changement de wu, ... en D.u, ..., les diffé- 
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rents termes de la suite (24), admet alors, entre autres expressions, 


les deux suivantes 
DO.DM.u, DO. D®.u, 
. n . , Li be 
et, par suite, coincide forcément, soit avec la résultante d’ordre mi- 
nimum de D”.u, D®.u, soit avec quelque dérivée de cette résultante. 


Si l’on désigne maintenant par 
DO DM.u, D69, DE). u 


les deux expressions dont cette résultante est susceptible au moyen 
de D®.u, D. u, il est facile de voir que la quantité D” .u” est forcé- 
ment, ou d'ordre supérieur à D°”.n, ou d'ordre égal avec une cote 
(p +1)*™ supérieure : car une même différentiation (d'ordre positit 
ou nul), exécutée sur D”. n°”, Dn, fait retomber sur les quantités 
D” n°, DO. u, dont la première jouit précisément, par rapport à la 
seconde, de l’une ou l’autre propriété. D'ailleurs les ordres de D°”.u”?, 
D°°).u sont au plus égaux à K. Il résulte alors du mode de formation 
des équations ©, que D”.u” coincide avec quelqu’un de leurs premiers 
membres, et, par suite, que D”.u” coincide, soit avec quelqu'un de 
ces premiers membres, soit avec quelqu’une de leurs dérivées. 


D. Les relations ultimes du nouveau système (21) peuvent étre par- 
Lagées en deux catégories se distinguant l’une de l'autre par ce caractère, 
que le changement de n, ... en D.u, ... transforme celles de la première 
en relations ultimes de l’ancien système, et celles de la deuxième en rela- 
tions identiques ayant chacune pour premier et pour second membre une 
méme dérivée paramétrique de ce dernier système. 


Si l'on dispose les relations ultimes du système (21) par groupes 
successifs d’après les valeurs croissantes de leurs classes (4), le point 
dont il s’agit est évident pour celles du premier groupe, puisqu'elles 
font toutes directement partie du système (21). Il suffit dès lors de 
prouver qu’en le supposant exact pour les relations ultimes des classes 
1, 2, ..., J, il ne cesse pas de l’être pour les relations ultimes de 
classe 7 +1. | 

Or, les relations primitives (2) de classe 7 + 1 (4) du système (21) 
sont de trois sortes, suivant que la substitution des quantités D.w, ... 
au, ... les transforme : 1° en relations identiques ayant chacune pour 


ee 
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premier et pour second membre une même dérivée paramétrique de 
l’ancien système; 2° en relations identiques ayant chacune pour pre- 
mier et pour second membre une même dérivée principale de l’ancien 
système ; 3° en relations ultimes de l'ancien système ou en relations 
ultimes différentiées. 

Si, dans une relation primitive de la première sorte, le second 
membre est paramétrique relativement au système (21), cette relation 
est en même temps ultime, et appartient à la seconde des deux caté- 
gories dont parle l'énoncé. Si le second membre est au contraire 
principal, il appartient forcément à quelqu’une des classes 1, 2,...,J; 
et son expression ultime est de deuxième catégorie (nous voulons dire 
qu’elle est fournie par une relation ultime de deuxième catégorie); en 
la substituant au second membre dont il s’agit, on tombe évidemment 
sur une relation ultime de même catégorie. | 

Dans une relation primitive de la seconde sorte, le second membre, 
nécessairement principal (C, 2°), appartient a quelqu’une des classes 
1,2,...,/ SON expression ultime est de première catégorie, et, en la 
substituant au second membre, on tombe sur une relation ultime de 
première catégorie. 

Enfin, dans une relation primitive de la troisième sorte, le second 
membre peut contenir des dérivées principales de classes 1, 2, ..., J, 
dont chacune doit étre remplacée par une expression ultime de pre- 
mière ou de seconde catégorie, suivant que le changement de u, ... 
en D.u, ... la transforme en une dérivée principale ou paramétrique 
de l’ancien système. Comme celui-ci, à cause de sa passivité, n’admet 
pour chacune de ses dérivées principales qu’une seule expression im- 
médiate (12, VIT), cette substitution, suivie du changement den, . 
en D.u, ..., redonne forcément une relation ultime de l’ancien système. 


E. Le système (21) est passif. 

Dans le système en question, deux relations ultimes de même pre- 
mier membre appartiennent toutes deux à la première catégorie ou 
toutes deux à la seconde (D). 

Si deux relations ultimes de même catégorie ont le même premier 
membre, elles ont forcément aussi le même second membre. Car, selon 
qu’elles appartiennent a la première ou à la seconde catégorie, le 


150 RIQUIER. — DE L'EXISTENCE DES INTEGRALES, ETC. 


changement de u, ... en D.u, ... les transforme, soit en une même — 


relation ultime de l’ancien système, soit en une même identité ayant 
pour premier et pour second membre quelque dérivée paramétrique 
de ce dernier: et, d’un autre côté, si l’on forme successivement dans 
l’ancien système et dans le nouveau un groupe avec les variables indé- 
pendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées paramétriques, 
les deux groupes ainsi obtenus sont identiques à la notation près (C). 


IV. Les conditions initiales, à l’aide desquelles on détermine complete- 
ment un groupe d'intégrales ordinaires hypothetiques (8), ayant été 
choisies arbitrairement dans l'ancien système (ll, G), on peut, dans le 
nouveau, les choisir de telle façon, que les développements correspondant 
aux anciennes fonctions inconnues soient les mêmes de part et d autre. 


Le groupe formé par les variables indépendantes, les fonctions in- 
connues et leurs dérivées paramétriques étant le même de part et 
d’autre à la notation pres (III, ©), on prendra pour ces quantités, 
dans le nouveau système, les mémes valeurs initiales que dans 
l’ancien. Les relations ultimes du nouveau système, en vertu même 
de leur structure (II, D), fournissent alors, pour ses diverses dé- 
rivées principales, des valeurs initiales respectivement égales à celles 
que possèdent, dans l’ancien, les dérivées (principales ou paramé- 
triques) identiques aux précédentes ou s’en déduisant par le change- 
ment dem, sen Du... 


V. Dans un système harmonique et passif, et avec des conditions ini- 
uales arbitraires, les développements des intégrales ordinaires hypothe- 
liques sont convergents. 


Il suffit, pour s’en convaincre, de rapprocher du n° 15 les précé- 
dents alinéas IT, I, IV. 


17. En combinant une proposition démontrée ci-dessus (16, IV) 
avec la proposition inverse qui se démontre de même, on voit immé- 
diatement que la recherche des intégrales ordinaires d’un système har- 
monique passif se raméne, si l’on veut, à celle des intégrales ordinaires 
d’un système franc d ordre égal (14). 

(A suivre.) 


ESQUISSE D'UNE MÉTHODE 


POUR DÉTERMINER 


LE GENRE ET LES COURBES ADJOINTES 


D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE DONNÉE 


AU MOYEN DES OPÉRATIONS RATIONNELLES, 


Par M. M. TIKHOMANDRITZKY, 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITÉ DE KHARKOFF (RUSSIE). 


Le problème de détermination du genre et des courbes adjointes 
d’une courbe algébrique donnée, au moyen des opérations ration- 
nelles, était déjà l’objet des recherches de M. Nôruer (Math. Ann., 
Bd. 32, p. 310) et de M. Rarry (en ce qui concerne le genre), dans sa 
These du doctorat (aussi dans les Math. Ann., Bd. 23, p. 256). Si je 
reviens à ce problème, c’est que les méthodes de M. Nother et de 
M. Raffy ne me paraissent être ni aussi simples ni aussi directes qu'on 
pourrait le désirer, la dernière méthode exigeant la formation des équa- 
tions qui déterminent en æ les dérivées de y de différents ordres, la 
première des transformations rationnelles de la courbe donnée dans le 
cas des singularités supérieures, dont la théorie très délicate n’appar- 
tient pas encore aux éléments des hautes Mathématiques enseignés par- 
tout. Il suffit pourtant, même dans le cas le plus général des singularités 
quelconques, d'appliquer convenablement la méthode du plus grand 
commun diviseur pour arriver à déterminer le genre et les courbes 
adjointes au seul moyen de division et de résolution (pour les der- 
nières) des systèmes des équations du premier degré par rapport aux 
inconnues. C’est ce que je me propose de montrer dans ce qui suit, en 
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prenant pour point de départ la Théorie des fonctions abéliennes, p 


à ¥ Pe se. APs 
Ch. Briot (Chap. 1), quia laissé à la courbe fondamentale, on peut Cap 
dire, toute la généralité possible, car on peut la ramener toujours, aus 


moyen des transformations du premier degré, à satisfaire aux quel- 

ques restrictions adoptées par Briot. Si j'accepte, moi aussi, ces res- 
trictions, ce n’est que pour abréger l'exposition de ma méthode, en 
employant les expressions et les notations bien déterminées et bien 
connues de ce Livre. 


1. Soit donné un système des équations 
(1) fitæ ¥) =9, fx, 7) =0, rs fn(£,Y)=0; 


pour trouver leurs solutions communes, s’il en existe, ou pour prouver 
leur incompatibilité dans le cas contraire, on peut procéder de la 
manière suivante. On commence à chercher les solutions communes 
aux deux premieres des équations (1) par la méthode du plus grand 
commun diviseur; d’après le théorème de Labatie (voir Cours d’Al- 
gebre supérieure, par Serret, 3° édition, p. 138), on parviendra à une 
série de paires d’équations de la forme | 


a) “lnen=s alm =o 4 atwr=e 
di(æ) =0, — ÿ(x) —o, ss dWx(æ) =0, 


dont chacune donnera les solutions communes de ces deux équations 
du système; la somme des produits des degrés y; de æ en Y;(x) — 0, 
et v; de y en 9,(x,y)=o donnera le nombre de ces solutions ('). 
Puis on cherche de la même manière les solutions communes à la 
troisième des équations (1) 


(3) Ja(&, y) =0, 
et à l'équation 


(4) Pi(2,y)=0; 


? : 3 ‘ : A 
l (1) Les premiers membres de chacune de ces équations étant débarrassés des facteurs 
égaux. 
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on parviendra, d’après le même théorème de Labatie, à une série de 
paires d'équations de la même forme 


(5) \ PACA 91,2(2, Y)=0, on Op (L,Y) =, 
Vi,1(&) = 0, Wal) = 0, FE Ur Ce) == OF 


on cherchera alors les plus grands communs diviseurs de }, (a) avec 
chacun des v, ;(~) (¢=1, 2, 3,...,/,). En désignant ainsi le plus 
grand commun diviseur de Y;(æ) et de J, ;(#) : 


Co D[Ys (a), dite) = i(æ), 

si l’on rencontre un résultat de la forme 

(7) 9,,;(@) =I, 

on en conclura que, parmi les solutions de la paire d’équations 


9 jerry) — ©, 
8 a 
5) TIPANER 


il n’y en a aucune qui satisfasse aux trois premières des équations (1). 
En rejetant les pareilles paires d'équations de la série (5), s’il y en 
a, les autres conduiront à des paires d'équations suivantes : 


Pi (2; ye = 0, Pris (D y) — 0, tty ii, (Es) — 0; 


air) =0, de), se Oi (2) 26; 


qui donneront toutes les solutions communes des trois premieres des 
équations (r) qui se trouvent parmi les solutions de la premiere paire 
des équations (2). On passera alors à la seconde paire (2), en la com- 
binant de la même manière avec l’équation (3), et-l’on arrive aux 
paires d'équations 


Da (2, ¥) =, 2,i, (4 Y) =, eas PE J a0) 


O1, (Æ) = 9, O1, (&) = 0, a) bi, (æ) = 0, 


(10) 


qui donnent toutes les solutions communes aux trois premières des 
équations (1) qui se trouvent parmi celles de la deuxième des paires 
(2). En appliquant le même procédé à la combinaison de l'équation (3) 
avec la troisième, la quatrième enfin avec la dernière des paires 
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d'équations (2), on arrive à la dernière série des paires d'équations 


oi (27) — 0; Dai (Ts Y) — 0, sey Phi, (AY) = 0; 


(11) | des (2) =, ie (2) S20, RES Ui,i, (Æ) =O, 


qui donnent toutes les solutions communes aux trois premieres des 
équations (1) qui se trouvent parmi les solutions de la dernière des 
paires des équations (2). On aura ainsi toutes les solutions communes 
aux trois premières des équations (1) représentées par les paires d équa- 
tions contenues dans les séries (9), (ro), ..., enfin (11). En combi- 
nant chacune de ces paires d’équations avec la quatrieme des équa- 
tions (1), on arrivera : ou 1° à démontrer l’incompatibilité des quatre 
premières des équations [et par suite de tout le système donné des 
équations (1)], ou 2° à représenter leurs solutions communes par les 
séries des paires d'équations de la même forme. En combinant cha- 
cune de ces dernières paires d'équations avec la cinquième des équa- 
tions données, ou l’on démontrera leur incompatibilité, et par suite 
de tout le système donné, ou l’on arrivera à représenter leurs solutions 
par les paires d'équations de la même forme; et en continuant toujours 
de combiner chacune des paires d'équations, représentant les solu- 
tions communes des # premières des équations (1) avec la suivante, 
on arrive : ou 1° à démontrer l’incompatibilité de ces £ + 1 premières 
des équations (1), et par suite de tout le système donné, ou 2° à re- 
présenter les solutions communes à toutes les équations du système 
donné (1) par une série de paires d'équations de la forme 


p(x, 7)=0, 
b(æ)=0, 


C'est ce qui suffit pour la résolution de notre double problème. 


(12) 


2. Soit donnée maintenant une équation irréductible du degré m 
en æety 


(1) F(æ;y)=0: 


en appliquant la méthode exposée au système composé de cette équa- 
tion et de celles qu’on obtient, en égalant à zéro, un certain nombre de 
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dérivées partielles de différents ordres de son premier membre par 
rapport aux variables æ et y, on arrivera à représenter les solutions 
communes de ce système d'équations par les paires d’équations de la 
forme (12). Soit . 
a HAE 

| M(x) =o 


une de ces paires d’équations, et soit æ =a, y = b une de ses solutions 
(qu’on n’a pas besoin de connaitre pour notre but). En posant 


(3) Laat é, y=b+n, 
et développant le premier membre de l'équation 
(4) F(a+ë,b+n)=o 


d'après le théorème de Taylor, suivant les puissances de € et n, on 
aura, après avoir effacé les termes qui contiennent l’une des dérivées 
s’annulant pour æ =a et y = b, l'équation (2) de Briot (p. 2) : 


(5) ZAaantE— 0, 


où les coefficients A,g, désignant les valeurs des dérivées partielles de 
F(a, y) par rapport à x et à y pour æ—a,y = b, ne sont générale- 
ment connues qu'avec a et b, mais les exposants « et B le sont parfai- 
tement, et cela suffit pour construire la ligne polygonale P, à l’aide de 
laquelle, chez Briot, se fait la première séparation en groupes circu- 
laires des racines égales à ©. Pour le côté C; de cette ligne polygo- 


/ : N , : 
nale P, on aura, pour déterminer le rapport » = ;;> une equation 


(6) (+) = Aap, 0% + ZAage* TE Agia, 0°! = ot ;— O, 
où 
C7) = Agg;Mi+ 2 Aggrki* ai Arf 9; 


en posant e? = À (Briot, p. 3). Maintenant, il faut séparer les racines 
simples de cette équation (7) et les racines multiples; pour chaque 
racine simple on aura un système circulaire de p racines devenant 
égales à b, et l’on connaîtra ainsi leur nombre; pour les racines mul- 


ante on aura heme ‘de re la nd | 
Cette séparation des racines simples et des racines multiple 
tion (7) pourra être faite par le procédé suivant. | 


ce On cherchera pour cela, par la méthode du plus oe commun divie = de 7 


« OL; 
. seur, les solutions communes des équations EN PE = o et — mu = 0; * 224 


pe: 


ce qui conduira d’après le théorème de Labatie à une série des paires 


ME. d équations de la forme a ; + FRE 


D se ) (8) PRBS ISD Sa (Ly yh) = Oy sx INEM IN = 0 J 
: ee MELLE 0, "aKa ee wise po ry Yes LE 
x puis on cherchera, par la méme méthode, les solutions communes a 4 


g(a, y)= 0 (2) avec chacune des Lil y)= o (i— Dr LUE 
qui conduira, a’ apres le théorème cité, à une série des Are d’équa- 
| tions 
A. . Di(o, FN 0 DATE PTE DU es Daley PT ee 
Y(x)=0o; W,,(æ) =0, ries W,x) =0 
(re Nea a 


apres cela, on cherche les plus grands communs diviseurs de (2) 
(2) avec chacun de W;;(a); en les désignant par 0;;(x), ainsi que 


i (10) Ce) = DT (æ), Pi;(æ)], 
a on aura de telles séries de paires d’équations 


®;,(z, y) —0, D; (x, y) 0, RAR ®;,(z, y) = 0, 
Date 0, O Lavoro. sor o..( <= 0, 


(11) 


a : | pour déterminer les valeurs de a et y, pour lesquelles l'équation (7) 
Ne | aura des racines multiples. En excluant ces dernières solutions des 
‘We solutions de la paire d’équations (2), on aura les solutions de cette 
a paire d’équations, pour lesquelles l’équation (7) en À n’a que des 
ET | racines simples. En désignant par M(æ) le plus petit multiple com- 
"£ - mun de toutes les 0,;(a ), on pourra représenter ces dernières valeurs 
| de æ et y par une telle série de paires d'équations 


\ 


x (12) p(x;,y)=0, 
J U(x) :M(æ) = 0 
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et 
(13) ‘ (x, Y) : D;;(x,y) =09, 
G3, x2) = 0 
(TT, Do) cosy D Se re ert 


D’après ce qui a été dit plus haut, on calculera facilement leur 
nombre par la seule considération des degrés de 0;;(x) et des autres 
équations de chaque paire en y. 


3. Les solutions multiples de l'équation (7) seront les solutions 
communes aux équations 


db 1 = 


(1) Ly=®, dk , ca 


D’après le paragraphe précédent, elles seront données par les séries 
suivantes des systèmes de trois équations : 


Fike, 7%) — O, 


Ca) ®,;(x, 0; 
vie) — © 
Chae ye hls fa ly ag Oo a  S)) 


et les paires des deux dernières des équations de chaque systeme re- 
présenteront les points analytiques ou cela aura lieu. Pour déter- 
miner l’ordre de multiplicité de chaque solution multiple d’équation 
L;= 0, on cherchera lesquelles des solutions communes (2) des 
équations (1) satisfont aussi aux conditions suivantes : 


BL; aL; aL, 
(3) Ay eee ge" eae weg ‘dime 


celle des valeurs de À qui satisfait à toutes ces équations jusqu’à la 
dernière sera d'ordre & de multiplicité pour l'équation L;— 0. On 
pourra le faire par la même méthode du n° 1. On cherche les solutions 
communes de la première des équations (3) et de f;(a, y, À) = 0 par 
la méthode du plus grand commun diviseur, et l’on arrive, d’après le 
théorème de Labatie (en considérant æ comme connu ) à une série de 


vx 


PL 


wey: Ayes 4 
(ë) 


oe (ex NA 
(4=1, 2, .. D : fs 


A 


De on feats les solutions communes de la deuxième de ces équa Ss 
as. et de chacune des équations Di(æ, Y)=0"en. ayant égard 3 à la der- — 
nière des (2), et l’on parvient à une série de paires d’ équations 


M 

io / ‘ 
oy 
ee 


aoe Mile ae 
| | _ lez Hp FA 


=. 
0 


En excluant les solutions de ces équations des solutions du sys- 
Ke tème | 
D | -* ( b;;(x,y)=0, 
| 9;;(x) =0, 
on aura, pour déterminer les valeurs de x et de y, pour lesquelles 
l'équation en À n’a que des racines doubles, de tels systèmes d’équa- 


tions : ‘ 
(7) (2,7) =0, ie 
+ ( 4;;(æ):M@(æz)=0 (1) 
(RSI, D te FR SES 
et ; | 
(8) | VC y): Dix, y) =0, 
6! (a) 0, 


Ces solutions doubles elles-mêmes seront déterminées par l'équation 


(9) Jitæ, y,4)=0 ‘ . 
combinée avec (7) et (8), et par l’équation | à 
(10) fi(æ, 7A) 2 Ier, = 


combinée avec les équations (6). 
En combinant chacune de ces équations (9) avec les paires (5), on 


% a 


“s Fi! : RS M(æ) = MC. 0/ ()...] le plus petit multiple des fonctions entre paren- 
Po alt | 


i 
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pourra représenter les racines de l'équation L;= 0, d’une multiplicité 
plus grande que la deuxième, ainsi : 


D ae 
(11) { Di (z, 7) = 0; 
| a) (2) = 0. 


uy 
: bj aL; 
n combinant ces équations (11) avec = — 0, on pourra arriver 


aux séries de systemes de trois équations de la forme (7) et (5) avec 
(9), ou (ro) avec (6), qui donneront les valeurs des racines de L;= 0 
de multiplicité 3, et aux équations de la forme (11), qui donneront 
les racines de L;—o de multiplicité plus grande que 3; et ainsi de 
suite. Cette opération préliminaire se terminera lorsque tous les 0 
seront = 1, ou lorsque la somme totale des multiplicités des solutions 
trouvées sera égale au degré de l’équation L;= 0. 


4. Considérons maintenant l’un des systèmes de trois équations, 
analogue au (11) du numéro précédent, nous le désignerons, pour 
plus de simplicité, ainsi : 

PACHODERZ 
(1) D(x, y)=0, 
O(a) —0, 
qui donne les valeurs des racines de l'équation L;= o en À de multi- 
plicité n’. A cause de À —s?, ce système pourra s’écrire aussi ainsi : 


A oP) =0; 
(2) | D(xz,y) =0, 
O(x) == 0% 

L'équation ®(v) — 0 (6) du n°2 aura n’ racines égales à 9,, 7’ égales 

AY, .…, n égales à »,, et l'équation (5) en n du n° 2 aura 7’ racines 
fl 4 qd 

approchées de o, bP, n de 026?, ..., n° de ¢,€?; toutes les pr’ valeurs 
exactes de n peuvent être représentées (Briot, p. 10) par une formule 
unique 


(3) (9,-+ 1) &", 


4 ; 
où = £?, ete, désigne l’une des p valeurs quelconques du radical 


“+ 


a 


Pe) Er PE: 


Paie. I 
a 

+ 3 | 
; 


~ 


FO ee 


pra es Fr Ne Ro: 
TAG re ale 4 M. TIRHOMANDRITZKY. ihe Sa 

4 ; ; ; eet RAA LUS, 
VA; en posant done y= (v,+n)£7 dans l’équation (5) du n° 2 
développant le résultat suivant les puissances de 1 et ’, on aura un 
résultat de la forme : wert k . 


+ 


(4) Aven = 0, aus) 


où les Ayg, seront les polynômes en #,, avec les coefficients fonctions 3 : 
linéaires des Agg. Quelques-uns de ces polynômes peuvent s’annuler 
pour la valeur considérée de »,. On peut chercher de la même manière, 
comme au n° 4, les valeurs de ,, qui annulent plusieurs de ces poly- 
nômes, et l’on parviendra à représenter ces valeurs par les séries des 
systèmes de trois équations de la forme (2) (sans p). Après avoir 
effacé les termes de (4), qui s’annulent pour le système que l’on con- 
sidère, on saura tous les «’ et 8’ qui resteront dans (4), et l’on pourra 
construire la ligne polygonale P’ (Briot, p. ro). On aura ainsi, pour le 
côté C; de cette ligne, l’équation en i’ A 


(5) . L;=o0 

pour déterminer les valeurs de \’= #7", où ¢ = su 
On cherche, d’une manière analogue au n° 2, les valeurs de X’ pour 

lesquelles cette équation en À n'aura que des racines simples, et 

celles pour lesquelles elle aura des racines multiples. Pour les pre- 

mières, les valeurs de ¢ seront représentées par les systèmes d’équa- 


tions de trois formes : _ 
HUE, pe) — O, 

(6) | PRISES 
O(x):S(x)=0o (!), 


Fret 


(7) D(x, y): (2,7) =0, 

0, (x) =0, 
et 

FA Ds rie): (OV) =D, 
(8) ®;(2,7)=0, 


0; (2) 9; 


pour les dernières, par les équations de la forme (1). 


(1) (x) étant le plus petit multiple commun de tous les 6,(x). 
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On pourra aussi subdiviser les-solutions multiples de l’équation (5) 
en À suivant l’ordre de leur multiplicité, comme on l’a fait pour 
l’équation en À. Pour les racines simples de l’équation L; =o, la sépa- 
ration des racines de l’équation fondamentale F(x, y) =o, égales à b 
pour æ =a, en systèmes circulaires sera atteinte dès la seconde trans- 
formation; pour les racines d'ordre de multiplicité n”, on posera 


(9) na(vtn)e, = err, 
dans l’équation (4), qui prendra alors la forme 
(10) Age, gen" E"B" = 0, 


où les Aj, g seront les polynômes en ¢, avec des coefficients fonctions 
linéaires de Aj,g,, et, par suite, fonctions entières de v, avec des coef- 
ficients fonctions linéaires des A,g. Par la même méthode du n° f, 
on parviendra à représenter par les systèmes de la forme 


T Pals EE =O, 
f(x 75,6 )==0, 
be O(27,y)=09, 
O(2)=0 


les valeurs de ¢ qui annulent plusieurs des A... En effaçant ceux 
des termes de (ro) qui contiennent les A, 8. s’annulant pour le système 
considéré des valeurs de æ, y, 9, ’, on saura tous les a”, 6”, et, apres 
avoir construit la ligne polygonale P”, on pourra exécuter la troisième 
transformation de Briot. Si, pour quelques-unes des valeurs de ¢’, elle 
ne suffit pas, on passera à la quatrième, qui amènera les systèmes 
d'équations de la forme 


Y( 5s Vv; 5 ep") — 0; 


12,9% vi) ==0, 


(12) f(x, Y,2)=0;, 
D(zxz, 7) —0, 
O(x) —o. 


La marche à suivre plus loin, s’il était besoin, et la forme des sys- 
temes d'équations représentant les points critiques à singularités 
d'ordres supérieurs qu’on rencontrera sont déjà assez éclairées par ce 
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£ DS . 1 . Z SF tings = < e + .- 
qui précède pour que nous puissions passer maintenant à la seconde 


LÉ 


‘, 


partie de notre problème, car la première est résolue : nous avons : 
montré effectivement comment, à l’aide de l’algorithme du plus grand VE a 
commun diviseur, on parvient à connaitre tous les nombres @;, Bj; 
a, Bi: a, BY, ..., et les nombres 7, #3; n’, #,..., par lesquels s’expri- 
ment, chez Briot, les nombres A,, des conditions à remplir pour les 
coefficients du polynôme Q(x,y) du degré m— 3, les degrés Djs des 
points singuliers, les nombres N,, des lacets binaires, enfin le genre p 


de la courbe F(x, y) = o. À 


IT. 


Les courbes adjointes de M. Nother se comportant aux points singu- 
liers comme les courbes d’ordre m — 3 


(1) Ole, 7) ==9, 


nous pourrons nous borner à considérer seulement ces courbes. Ecri- 
vons ce polynôme avec les coefficients indéterminés, et substituons 
a + £ au lieu de x et b+ n au lieu de y; en le développant suivant 
les puissances de £ et n, nous aurons 


(2) Q(a+E,b+n)—=2B,;snt- Et, 


EE 


(Briot, p. 3), où B,, sont les polynômes en a et b avec les coefficients 
fonctions linéaires des coefficients indéterminés de Q(æx,y). Pour 
toutes les valeurs de y et à qui correspondent aux points situés au- 
dessous de la ligne polygonale P et sur cette ligne, les coefficients B, ; 
doivent s’annuler; done on aura ces équations linéaires par rapport 
aux coefficients de Q(x, y) : 


(3) By,s=0, 

pour les déterminer. Mais les valeurs a et b, qui entrent dans le pre- 
mier membre, n’étant pas connues, mais seulement représentées par 
les paires d’équations (12) et (13) du n° 2, on procédera de telle ma- 
nière. L'équation (3) devant être satisfaite par toutes les valeurs de y 
satisfaisant à l'équation 


(4) g(x,y)=0, 
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lorsque x est égal à l’une des racines de l'équation 
(5) (a) > M(x)=S(z)=0 


(les premiers membres de ces équations étant toujours censés être 
débarrassés des facteurs égaux), on divisera B,,; (après y avoir écrit æ 
et y au lieu de a et b) par 9(x, y), supposant tous les deux poly- 
nômes disposés suivant les puissances descendantes de y; arrivé au 
reste d’un degré moindre que le degré de $(æ, y) par rapport à y, on 
égalera à zéro chacun de ses coefficients, car cette division ne doit pas 
donner de reste; on aura ainsi une suite d'équations de la forme 


(6) Fx(æz) —0, 


qui doivent être satisfaites par toutes les racines de l'équation (5); 
donc on divisera chacun des polynômes F,(æ) par =(a), etl’on égalera 
à zéro les coefficients de chaque puissance de æ dans le reste et l’on 
aura ainsi les équations linéaires en coefficients indéterminés de 
Q(x, y) pour déterminer ces derniers. 

Pour trouver les conditions dérivant des valeurs de x et y, qui sont 
déterminées par les équations (13) du n° 2, on multipliera le polynôme 
By,3 par D;(x, y), puis on divisera le produit par o(æ, 7); égalant à 
zéro les coefficients de chaque puissance de y dans le reste de cette 
division, on aura les équations en x, qui doivent étre satisfaites par 


toutes les racines de l’équation 
(7) d:,(x) —0; 


donc on divisera leur premier membre par 0,;(a) et l’on égalera à zéro 
chacun des coefficients du reste reçu : on aura ainsi les équations 
cherchées, linéaires en coefficients indéterminés de Q(x, y). 

Ainsi seront trouvées toutes les conditions pour ces coefficients qui 
viennent des valeurs de æ et y, pour lesquelles l’équation L; =o n’a 
pas de racines égales; pour les autres on a besoin de la seconde trans- 
formation, laquelle conduit aux nouvelles conditions qu’on obtiendra 
ainsi. On fera la substitution (3) du n° 4 dans l'expression (2) et l’on 


aura l'expression suivante 


! Fe os 
(8) Bron, 
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où les By; sont les polynômes en v, avec les coefficients fonctions li- 
néaires de B, et, par suite aussi, fonctions linéaires des coefficients 
indéterminés de Q(a, y). Tous les membres de cette expression pour 
lesquels y’, 6’ ont des valeurs se rapportant aux points situés au- 
dessous de la ligne polygonale P’ et sur cette ligne, devant avoir des 
coefficients nuls, on posera pour ces valeurs des y’ et à’ 


(9) B,5 — 0. 


Une telle équation aura lieu pour toutes les valeurs de ¢,, détermi- 
nées par les systèmes d'équations (6), (7) et (8) du n° 4; donc, apres 
avoir disposé B,,s suivant les puissances descendantes de ¢,, on le di- 
visera par f(z, y, ¢,) et l’on égalera à zéro les coefficients de chaque 
puissance de ¢, dans le reste reçu; on aura de cette manière une série 


d’équations de la forme 
(10) F(z, PSO; 


qui doivent être satisfaites par toutes les valeurs de y et 2 qui satis- 
font aux équations de la forme 


| D(x, FI=6; 
| 8(2)} =o; 


donc, après avoir disposé F,(a, y) suivant les puissances de y, on le 
divisera par ®(x, y) et l'on égalera à zéro chacun des coefficients du 
reste reçu; chacune de ces dernières équations devant être satisfaite 
par toutes les racines de O(a) = 0, on divisera les premiers membres 
de chacun par @(a:), on égalera à zéro chacun des coefficients du reste 
de cette division et l’on aura ainsi les équations cherchées, linéaires 
par rapport aux coefficients indéterminés de Q(a, y). 

Pour les valeurs de x et y et de ¢, pour lesquelles l'équation L'— o 
a des racines égales, on fera dans l'expression (8) la substitution (9) 
du n° 4, après quoi elle prendra la forme 


Mf ) re NE 
(11) ZBy» gen” “Ef À 


pour les valeurs de y” et à’ qui répondent aux points situés au-dessous 
de la ligne polygonale P” et sur cette ligne, on aura 


(12) BY. —0; 
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ces équations doivent être satisfaites par les valeurs de v, définies par 
les équations (11) du n° 4; donc, après avoir disposé B;.;. suivant les 
puissances descendantes de ¢,, on le divisera par f(x, y, v,, %,) après 
avoir égalé à zéro les coefficients de chaque puissance de ¢, dans le 
reste, qu’on aura reçu : on aura les équations qui doivent être satis- 
faites par les valeurs de ¢,, définies par les trois équations restantes de 
ce système (11); done, après les avoir disposés suivant les puissances 
descendantes de ¢,, on divisera le premier membre de chacun par 
f(a, y, #,), et l'on égalera à zéro les coefficients de chaque puissance 
de y dans le reste de cette division; ces équations devant être satis- 
faites par les valeurs de y représentées par les deux dernières equa- 
tions du système (11), on divisera leur premier membre par ®(x, y): 
en égalant à zéro les coefficients de chaque puissance de y dans le reste 
qu’on aura reçu, on aura les équations qui doivent être satisfaites par 
toutes les racines de la dernière des équations du système (11); done, 
on divisera leurs premiers membres par @(æ) et l’on égalera à zéro les 
coefficients de chaque puissance de x dans ce reste, et l’on aura ainsi 
les équations cherchées, linéaires par rapport aux coefficients de 
Q(a, y). On procédera de la même manière plus loin, si l’on en a 
besoin. 

Toutes les équations qu'on aura reçues par cette méthode, étant li- 
néaires par rapport aux coefficients de Q(x, y), on les aura par Îles 
opérations rationnelles. 


— SS 


DE 


L'EXISTENCE DES INTEGRALES 


DANS UN 


SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE 


(SUITE ET FIN), 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN (!). 


Réduction d'un système différentiel quelconque à la forme 
harmonique passive. 


18. Étant donné un système différentiel S dont les seconds membres 
sont nuls et les premiers olotropes dans quelque système de cercles, on 
peut, dans les circonstances générales, et sauf la rencontre de relations 
finies impossibles, en déduire sans intégration un second système admet- 
tant les mémes solutions, et composé : 1° d’un groupe de relations fines 
exprimant certaines des fonctions inconnues à l’aide des autres et des 
variables indépendantes ; 2° d’un groupe harmonique passif impliquant, 
avec les mêmes variables, tout ou partie des fonctions inconnues restantes. 

Il va sans dire que ces deux groupes de relations, dont l’ensemble 
équivaut au système proposé, peuvent éventuellement se réduire à un seul. 


I. En désignant par u,v, 4, «-- diverses fonctions des variables indé- 


pendantes HAVE es PAP 
(25) Cus Cp» Cw) AOC Cx» Cys Czy 


des cotes respectivement attribuées à ces quantités, et par K un entier po- 
sitif donné, on peut, moyennant un choix convenable des constantes (25), 


(1) Foir p. 65 et 193. 
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U = LA 
faire en sorte que, dans chacun des ordres 1, 2, ..., K, les dérivées de 
u, 9, w,... aient des cotes toutes distinctes entre elles. 


Il suffit pour cela d'attribuer aux constantes (25) des valeurs (en- 
tières) positives satisfaisant aux relations 


ce Key Cy Kes, FES 
C4 > Cy + Ke;,; Cpe Cpa ee; 


Considérons, en effet, deux dérivées d’un méme ordre total au plus 
égal à K, et supposons d’abord qu’elles appartiennent à la même fonc- 
tion. En pareil cas, la différence de leurs cotes est visiblement 


(25 bis) (a — a')ey+(B — B’)cy+(y—y')ez+-.--, 


où a, By, ..., a, BY, y’, ... désignent les ordres partiels respectifs en 
x, y, 7, .. des deux dérivées considérées; d’ailleurs, les quantités 
a—a’,B—6’,y—y,... ne sont pas toutes nulles, et l’on peut tou- 
jours supposer que la première d’entre elles qui ne s’annule pas est 
positive. Si l’on a a — «>> 0, la quantité (25 bis) est au moins égale à 


Cx—(B'ey+y'C+...), 
à plus forte raison à 
Cx—(B'+y+...)e,, 


différence nécessairement positive, puisque son terme additif est su- 
périeur à Kc,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. 
Si l'on a a —a’=0, B — B’>0, la quantité (25 bis) est au moins 
égale a | 

Cy— (y'Cz+...), 
à plus forte raison à 

Cy — (y'4+-...) ez, 


différence encore positive, puisque son terme additif est supérieur a 
Ke. et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. Et ainsi de 
suite. 

Supposons maintenant que les deux dérivées considérées appartien- 
nent à deux fonctions inconnues distinctes. En nommant c et c’ les 


M Lie 
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cotes respectives, nécessairement inégales, de ces deux fonctions, et 


a, B, > sift fers 
a, 6 y's 
les ordres partiels respectifs des deux dérivées par rapport à x, y, 


er 


z,..., les cotes de ces dernières auront pour différence 
e—c'+(a—a')c,+ (6B —B')ey+ (y—y')es+.-... 


Or, si l’on suppose c — c’ > 0, ce qui est évidemment permis, l’ex- 
pression précédente est au moins égale à 


(c — ce’) —(a’eg+ Bleyt+y'cz+...), 
à plus forte raison à 
(c—c)—(x+B'+y +...)cs, 


différence nécessairement positive, puisque son terme additif est su- 
périeur à Ke,, et son terme soustractif au plus égal à cette quantité. 


II. Supposons actuellement que les variables x, y, 3, ... et les 
fonctions uw, 9, w, ... aient été affectées chacune de p cotes; considé- 
rant alors certaines dérivées, en nombre limité ou illimité, de ces 
fonctions, partageons-les en groupes successifs d’après les valeurs 
croissantes de leurs ordres, puis les dérivées de chaque groupe en 
sous-groupes successifs d’après les valeurs croissantes de leurs cotes 
premières, puis à leur tour les dérivées de chaque sous-groupe en 
sous-groupes partiels successifs d’après les valeurs croissantes de 
leurs cotes secondes, et ainsi jusqu’à épuisement des p cotes. De cette 
opération résultera finalement une suite de groupes, dont nous dirons, 
pour indiquer d’une manière abrégée son mode de formation, qu'elle 
est construite conformément à l'ordre harmonique. 

Si l'opération précédente, exécutée sur un nombre limité de dé- 
rivées, fournit une suite de groupes dont quelqu'un contienne plus 
d’un terme, on peut toujours, en attribuant à chacune des variables et 
des fonctions une cote (p+ 1)" convenablement choisie, faire en 
sorte que le nouveau fractionnement qui en résulte conduise à des 
groupes composés chacun d’une dérivée unique. Il suffit pour cela, si 
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l’on désigne par K l'ordre total maximum des dérivées considérées, de 
; Arey ds ee 
choisir les nouvelles cotes conformément aux indications de l'alinéa 


précédent (1). 


I. Lorsqu'un système différentiel se compose de relations ayant leurs 
premiers membres tous distincts, et dont chacune, considérée séparément, 
est harmonique (12, IIL), on peut, sans changer les cotes des variables 
indépendantes ni des fonctions inconnues, former un second système, 
harmonique dans son ensemble (1), équivalent au premier, et composé 
d'un nombre égal d'équations ayant respectivement les mêmes premiers 
membres. (On suppose, comme nous l'avons toujours fait, les seconds 
membres du système donné olotropes à l’intérieur de quelque système 
de cercles.) | 

Les diverses relations dont se compose le système donné @ satis- 
font, par hypothèse, à la deuxième des conditions énoncées au n° tL. 
Si elles satisfont en même temps à la troisième, le système @ se trouve 
de lui-même être harmonique. Dans le cas contraire, on désignera 
par K l’ordre maximum des dérivées qui y figurent; puis on considé- 
rera, parmi les dérivées d’ordres 1, 2, ..., K des diverses fonctions in- 
connues impliquées par le système @, celles qui coincident avec 
quelqu'un de ses premiers membres ou quelqu’une de leurs dérivées, 
et de l’ensemble des relations déduites de @ par différentiations, on 
extraira un groupe @' choisi de telle sorte que, dans le système simul- 
tané 


( 26) (Q, @'), 


chacune des dérivées dont nous venons de parler figure comme pre- 
mier membre une fois et une seule. Les équations du système (26), 
rangées à la suite les unes des autres dans un ordre convenable (voir 
3, IT), sont successivement résolubles par rapport aux dérivées qui 
figurent dans leurs premiers membres, et en effectuant cette résolu- 
tion, nous sommes conduit à un système 


(27) (A, R'), 


composé de deux groupes d'équations dont les premiers membres sont 
respectivement identiques à ceux des groupes @ et @’. Nous allons 
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démontrer maintenant que, au point de vue de l’intégration, le sys- 
teme @, dont la nature harmonique est facile à apercevoir, équivaut 
au système @. 

1° Toute solution de © vérifie K. 

Car elle vérifie (26), et par conséquent aussi (27). 

2° Toute solution de R verifie ©. 

Effectivement, les équations du système (26) étant disposées les » 
unes à la suite des autres dans leur ordre de résolution successive, et 
celles du système (27) dans l’ordre correspondant, désignons par 4; 
et r; les équations de rang à de ces deux systèmes respectifs. Si l'on 
observe que la relation v, fait nécessairement partie du groupe ®, que 
q, est identique à r,, et que, par suite, toute solution de & vérifie 4, 
et r,, il nous suffit évidemment de faire voir qu’en supposant vérifiées 
les diverses équations du système @ et celles des deux suites 


41, No, ss Yr, 
v,, LE Vn, 


oe] 


les équations 94,1, 144, le sont également. Or, si ti, fait partie du 
groupe ®, elle est vérifiée par hypothèse : donc aussi 4,1, qui peut 
être considérée comme une combinaison der,, ts, ..., tas Cary. Sh Cavs 
fait partie du groupe W’, 92, fait partie du groupe @’, et peut se dé- 
duire par différentiation de quelqu’une des équations q,, qo, -.., a5 
elle est done vérifiée en même temps que ces dernières, par suite 
aussi t,,,, qui s'obtient par une combinaison de t,,t2, ..., Urs Mure 


IV. Considérant diverses fonctions 
(28) SET REZ 
des variables indépendantes 
CM RTS TT 


et deux groupes formés chacun avec des dérivées de ces fonctions, 
nous dirons, pour abréger, que le second groupe est étranger au pre- 
mier et à sa descendance, s’il ne contient aucune des dérivées du pre- 
mier groupe ni aucune de leurs propres dérivées. Dans un systeme 
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harmonique par exemple, tout groupe de dérivées paramétriques est 
étranger au groupe des premiers membres et a sa descendance. 

Cela posé, st l’on forme successivement, avec des dérivées des fonc- 
tions (28), un premier groupe quelconque, un second étranger au pre- 
mier et à sa descendance, un troisième étranger aux deux premiers et à 
leur descendance, et ainsi de suite, le nombre de ces groupes est force- 
ment limité. | 

Placons-nous, en effet, dans l’hypothèse contraire, et supposons 
qu’on puisse former une suite indefinite de groupes, dont chacun ne 
contienne que des dérivées étrangères à tous les précédents et à leur 
descendance. En pareil cas, quelqu’une des fonctions (28), wu par 
exemple, fournit certainement des dérivées à un nombre illimité de 
groupes. Si l’on désigne par G’ l’un des groupes dont il s’agit, et par 


Qh +B +. N'y 
da? dy... «dit 


(29) 


l’une des dérivées de uw qui y figurent, il y a encore, à la suite 
de G’, un nombre illimité de groupes contenant des dérivées de la 
fonction u; pour chacune de ces dérivées, l’un au moins des ordres 
partiels À, w, ..., v, relatifs à æ, y, ..., 3, est inférieur à l’ordre par- 
tiel correspondant de (29), et chacune d'elles appartient, à plus forte 
raison, à quelqu’une des 


Q+i)+(u+i1)+...+(v'+ 0) 


catégories que définissent respectivement les relations 


A0; NET À =32; Pax RS 
HO; HIS p—2; 5 HR; 
OX Ste Fc NP : We ier : 

: 
v=o" vee Ves 2 NE 


Des diverses catégories ci-dessus définies, une au moins, par exemple 
30) i= LA 


fournit donc nécessairement des dérivées de uw à un nombre illimité 
de groupes postérieurs à G’. Si l’on désigne par G” l’un des groupes 


md ré or a 
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dont il s’agit, et par 
ipl +. AW" 4 


ay dede. de” 


l'une des dérivées de w de la catégorie (30) qui y figurent, il y a en- 
core, à la suite de G”, un nombre illimité de groupes contenant des 
dérivées de u de cette même catégorie; pour chacune des dérivées en 
question, l’un au moins des ordres partiels pw, ..., v relatifs à y, ..., 2 
est inférieur à l’ordre partiel correspondant de (31), et chacune d'elles 
appartient, à plus forte raison, à quelqu’une des 


(pe +1) +...+ ("+ 0) 


catégories que définissent respectivement les couples de relations 


peace. t, Noa, epee : KEG 
| p=o; PART be) Le ESA 
i, = E, ee UB ; ey a 
} V— 0: M Jie Y 195 + i 


De ces nouvelles catégories, une au moins, par exemple 


ha 


Panne: 


fournit donc nécessairement des dérivées de uw à un nombre illimité de 
groupes postérieurs à G”. En poursuivant ce raisonnement et dési- 
gnant par ..., 7 des entiers convenablement choisis, on arrivera à cette 
conclusion absurde que la catégorie 


(er 


D ==, 
{ 
ee 
7 
Lee ; dérivée d fournit : 
ne comprenant évidemment qu une seule dérivée de u, en fournit à un 
nombre illimité de groupes. 


V. Pour démontrer la proposition contenue dans notre énoncé gé- 
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néral, nous attribuerons d'abord aux variables et aux fonctions in- 
connues engagées dans le système S des cotes choisies de telle façon 
que le groupement, d’après l’ordre harmonique, des dérivées effecti- 
vement contenues dans $ conduise à une suite de groupes composés 
chacun d’une dérivée unique (1) (II). Cela posé, nous résoudrons par 
rapport au dernier terme de cette suite l’une des équations où il figure, 
et nous en porterons la valeur dans les équations restantes : nous 
aurons ainsi, outre la formule de résolution, un nouveau système 3’ 
contenant une équation de moins que le proposé. Pour obtenir, rangées 
suivant l’ordre harmonique (IL), les dérivées effectivement contenues 
dans &’, il suffit de prendre la suite analogue relative aS, et d’y sup- 
primer, avec éertains autres parfois, le dernier terme, qui ne figure 
plus maintenant que dans la formule de résolution. Résolvant par 
rapport au dernier terme de cette suite partielle l’une des équations de 
S’ où il figure, nous en porterons la valeur dans les équations res- 
tantes, ce qui nous donnera, outre les deux formules successives de 
résolution, un troisieme systeme contenant deux équations de moins 
que le proposé. Et ainsi de suite. En d’autres termes, nous déduirons 
des équations données, par résolutions successives, des formules dont les 


premiers membres se trouvent rangés suivant l’ordre harmonique ren- 
verse (II), et, en poursuivant ce calcul jusqu’à ce que les équations non 
encore résolues ne contiennent plus aucune dérivée, nous tomberons 
sur un système composé de deux groupes, l’un différentiel, l’autre 
fini. Si le groupe fini n’est pas impossible, on en pourra tirer un cer- 
tain nombre des fonctions inconnues exprimées à l’aide des variables 
indépendantes et des autres fonctions inconnues (et par suite aussi 
exprimer les dérivées des premières en fonctions composées différen- 
tielles des secondes). Le groupe différentiel pourra alors être trans- 
formé en un système d'ordre au plus égal à $, et qui sera de même 
nature que &, avec cette différence que le nombre des fonctions in- 
connues s'y trouvera diminué, ainsi que le nombre des équations. Sur 
ce système on opérera comme sur le proposé, et ainsi de suite. Fina- 
lement, et sauf la rencontre d’un groupe fini impossible, le système 
proposé se trouvera remplacé par un groupe différentiel accompagné 
de quelques groupes finis. Si, dans chacun de ces derniers, on tient 
compte de ceux qui ont été obtenus après lui, on voit que l’ensemble 


0 
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des équations non différentielles exprime un certain nombre d’entre 
les fonctions inconnues à l’aide des variables indépendantes et des 
fonctions inconnues restantes. Celles-ci sont seules impliquées dans le 
groupe différentiel, dont les diverses équations, séparément harmo- 
niques, ont leurs premiers membres tous distincts; on pourra dès 
lors (III), sans changer les cotes des variables indépendantes ni des 
fonctions inconnues, déduire de ce groupe différentiel un système §, 
harmonique dans son ensemble, et composé d’un nombre égal d’équa- 
tions ayant respectivement les mêmes premiers membres. 

Si le système # n’est point passif, on considérera, parmi les con- 
ditions de passivité, celles qui ne se réduisent pas à des identités, et 
l’on observera qu’elles constituent autant de relations auxquelles les 
intégrales du proposé doivent nécessairement satisfaire. En attribuant 
au besoin une nouvelle cote à chacune des variables indépendantes et 
des fonctions inconnues, on pourra toujours faire en sorte que le 
groupement, d’après l'ordre harmonique, des dérivées, nécessaire- 
ment paramétriques, contenues dans les relations dont il s’agit, four- 
nisse des groupes composés chacun d’une dérivée unique CII). De ces 
relations on déduira alors, par résolutions successives, des formules 
dont les premiers membres se trouvent rangés suivant l’ordre harmo- 
nique renversé; si, une fois ces formules obtenues, les conditions de 
passivité ne fournissent en outre aucune relation finie, on adjoindra 
au système § les formules, séparément harmoniques, dont il vient 
d'être question, et l’on substituera au système total ainsi formé un 
système #', harmonique dans son ensemble, et composé d’un nombre 
égal d'équations ayant respectivement les mêmes premiers mem- 
bres (TIL). Si le système #j' n’est pas passif, on le traitera comme le 
système #, et, sauf la rencontre d’un système passif, on continuera 
ainsi tant que les systèmes H, H', ... successivement obtenus, ne 
fourniront, par la résolution de leurs conditions de passivité, aucune 
relation finie. Si, 2 un moment donné, on tombe sur un systeme non 
passif où celte circonstance cesse d’être réalisée, on considérera le 
groupe différentiel et le groupe fini déduits des conditions de pas- 
sivité; du groupe fini, supposé possible, on tirera un certain nombre 
des fonctions inconnues exprimées à l’aide des variables indépen- 
dantes et des autres fonctions inconnues, et le système dont il s’agit, 
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préalablement augmenté du groupe différentiel, pourra, grace aux 
formules résultantes, être transformé en un système de même na- 
ture que $, mais impliquant moins de fonctions inconnues encore 
que n’en impliquait le système J. | 

Sur le système résultant, on recommencera à nouveau toutes les 
opérations successives précédemment exécutées sur $, et ainsi de 
suite, Or, il est facile de voir que l’application d’un pareil mécanisme 
conduit forcément soit à une impossibilité, soit à un système passif, 
soit à l'élimination complète des dérivées. Effectivement, dans l’hy- 
pothèse contraire, elle ne pourrait manquer de conduire à un système 
harmonique non passif qui, traité comme l’a été tout à l'heure le 
système §, engendrerait, sans réduction ultérieure du nombre des 
fonctions inconnues, une suite wlimutée de systèmes également har- 
moniques et non passifs. En comparant entre eux deux systèmes 
consécutifs de cette dernière suite, on trouverait dans le second deux 
groupes : l’un composé d’équations en nombre égal à celles du pre- 
mier système et ayant respectivement les mêmes premiers membres; 
l’autre ayant tous ses premiers membres étrangers aux précédents et 
à leur descendance. En vertu de l’alinéa IV, toutes les dérivées des 
fonctions inconnues finiraient donc par devenir principales, et les 
conditions de passivité ne fourniraient plus alors que des relations 
finies; on serait donc conduit, contrairement à ce qui précède, soit à 
une impossibilité, soit à une réduction du nombre des fonctions in- 
connues. 


19. Ainsi donc, étant donne un système différentiel dont les seconds 
membres sont nuls et les premiers olotropes dans un système de cercles : 

Ou bien ce système n'admet aucune solution ; 

Ou bien il équivaut à quelque système fini que l’on en peut déduire 
sans intégration; 

Ou bien enfin son intégration se raméne à celle d’un système harmo- 
nique passif. 


20. On traitera, à l’aide des deux remarques suivantes, le cas d’un 
système différentiel qui, avec des seconds membres tous nuls, aurait 
ses premiers membres olotropes, non plus dans un système de cercles, 
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mais dans un espace normal E de forme quelconque ('). Comme 
d'habitude, les notations æ, y, ..., u, v, ... désigneront les variables 
indépendantes et les fonctions inconnues du système; nous nomme- 
rons en outre à, ... les diverses dérivées de uw, ¢, ... figurant dans les 
équations proposées. 

1° Supposons que le système dont il s'agit admette quelque groupe 
dintégrales, olotropes dans un espace normal E’ où leurs valeurs, 
prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables 
indépendantes, n’excedent pas les limites du précédent E; et dési- 
gnons paræ,, Yo. +++ des valeurs initiales de æ, y, ... prises à volonté 
dans l’espace E’, par wo, Po» ..., Go, ... les valeurs correspondantes 
des intégrales elles-mêmes et des dérivées figurant dans les premiers 
membres. En substituant respectivement à ceux-ci leurs développe- 
ments construits à partir de a, Yor ++. Uo» Pos +++, Den ee (Valeurs 
nécessairement situées dans E), on voit sans peine que les développe- 
ments, à partir de v, Yo. ---, des intégrales qu’admet par hypothèse 
le système donné, constituent un groupe d’intégrales ordinaires (2) 
du système auxiliaire ainsi construit. 

2° Inversement, NOMMONS Ly, Vos +5 Ugs Vos +++ 6), --- des valeurs 
initiales arbitrairement choisies dans l’espace E, remplacons tous les 
premiers membres des équations proposées par leurs développements 
construits à partir de ces dernières, désignons enfin par U, V, ... un 
groupe d’intégrales ordinaires du système résultant, et par A, ... celles 
d’entre les dérivées de U, V, ... qui correspondent respectivement aux 
diverses dérivées de u, ¢, ..., désignées par à, .... Les fonctions U, 
vy, ... fourniront certainement un groupe d'intégrales du système 
donné, si l’on peut trouver, pour le groupe des variables æ, y, ..., un 
espace normal tel, que leurs valeurs, associées aux valeurs correspon- 
Mantes de U,V, ..-, ÀA,..…., n’excèdent pas l'étendue commune à l’es- 
pace E et au système des cercles décrits de Xo, Yor -++» “ov Pos +++ 
ÿ,,.. comme centres avec des rayons respectivement égaux aux olo- 
mètres correspondants des premiers membres des équations proposées. 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si les premiers membres dont il 


(1) Voir mon Mémoire Sur les Principes de la Théorie générale des fonctions ( Annales 
de l’École Normale supérieure, 1891, P. 66 et 72). 
Ann. de Ee. Normate. 3° Série. Tome X. — Juin 1893. 23 
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s’agit sont olotropes et réels pour les valeurs réelles dew, y; - vie Us 
0...) 0)... respectivement comprises dans des intervalles donnés, 
et si, de leur côté, les intégrales U, V, ... du système auxiliaire, préa- 
lablement ramené à un système harmonique passif (18, V), corres- 
pondent à un choix de valeurs initiales toutes réelles pour les variables 
indépendantes, les fonctions inconnues de ce dernier système, et leurs 


dérivées paramétriques. 
Caen, le 1° avril 1892. 


APPENDICE (*). 


Réduction d’un système différentiel quelconque à une suite de systèmes 
harmoniques passifs n'impliquant chacun qu’une seule fonction in- 
connue. 


21. Étant donné un système différentiel dont les seconds membres 
sont nuls et les premiers olotropes dans quelque système de cercles, on 
peut, dans les circonstances générales, et sauf la rencontre d "une relation 
non identique entre les seules variables x, y, ..., le remplacer par un se- 
cond système admettant les mêmes intégrales, et formé de deux groupes 
d'équations G,, G, qui jouissent de la double propriété ci-aprés énoncée : 
1° l’une des fonctions inconnues, u, du système proposé ne se trouve plus 
unpliquée dans le groupe G,; 2° en substituant aux fonctions restantes 
eo, ... des intégrales quelconques du groupe G,, on transforme le groupe 
G,, soit en une formule unique exprimant directement la fonction u à 
l’aide des variables x, y, ..., soit en un système harmonique passif à la 
seule fonction inconnue u. 

Désignant par $ le système différentiel proposé, Nous N'Y TRAITERONS 
PROVISOIREMENT COMME INCONNUE QU'UNE SEULE DES FONCTIONS 4, Ÿ, ..-, LA 
FONCTION &, PAR EXEMPLE, et nous attribuerons à u, æ, y, ... des cotes 
choisies de telle façon, que le groupement, d’après l’ordre harmo- 
nique, des dérivées de u effectivement contenues dans $ conduise à 
une suite de groupes composés chacun d’une dérivée unique (18, 1,11); 


(1) Les résultats qui font l'objet de cet Appendice ont été communiqués à l’Académie 
des Sciences dans la séance du 27 février 1893. 
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puis, nous placerons en tête la fonction w elle-même, ce qui nous 
donnera la suite 


(32) Wyatt Vest, wary Doit 


Cela posé, nous résoudrons par rapport au dernier terme de (32) 
l’une des équations où il figure, et nous porterons la valeur ainsi ob- 
tenue dans les équations restantes : nous aurons de cette manière, 
outre la formule de résolution, un nouveau système 3%’ contenant une 
équation de moins que le proposé. Des divers termes de (32), l'un au 
moins, le dernier, a disparu de &'; parmi les termes restants, nous 
considérerons celui qui occupe dans (32) le rang le plus éloigné, 
nous résoudrons par rapport au terme dont il s’agit l’une des équa- 
tions de &’ où il figure, et nous en porterons la valeur dans les 
équations restantes, ce qui nous donnera, outre les deux formules 
successives de résolution, un troisième système contenant deux équa- 
tions de moins que le proposé. Et ainsi de suite. En poursuivant ce 
calcul jusqu’à ce que les équations non encore résolues ne contien- 
nent plus la fonction uw ni aucune de ses dérivées, nous tomberons sur 
un système composé de deux groupes, savoir : 1° les formules de ré- 
solution À successivement obtenues; 2° les équations non encore 
résolues B. Si parmi ces dernières figure quelque relation non iden- 
tique entre les seules variables a, y, ..., le système proposé est im- 
possible. Si parmi les premières figure une relation a résolue par 
rapport à w, elle ne contient dans son second membre ni u ni aucune 
de ses dérivées, et la fonction w se trouve ainsi exprimée a l’aide des 
variables indépendantes æ, y, ..- des fonctions restantes », ... et de 
leurs dérivées: les diverses dérivées de wu peuvent donc, elles aussi, 
s’exprimer de la meme maniere, et en portant leurs valeurs, avec celle 
de u, dans les formules de résolution précédentes, nous obtiendrons 
certaines relations € ne contenant plus la fonction wu ni aucune de ses 
dérivées : le groupe G, se composera alors de la relation unique 4, et 
le groupe G, des relations D, €. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on pourra, en vertu d’une pro- 
position démontrée plus haut (18, III), remplacer le systeme A pat 
un systeme harmonique ÿ, composé d'un nombre égal d'équations 
ayant respectivement les mêmes premiers membres. On observera alors 
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que les conditions de passivité du système # constituent autant de 
relations auxquelles les intégrales du proposé doivent nécessairement 
satisfaire, et, en attribuant au besoin une nouvelle cote a chacune des 
quantités u, æ, y, ..-, on pourra toujours faire en sorte que le grou- 
pement, d'après l'ordre harmonique, des dérivées de u, nécessairement 
paramétriques, contenues dans les relations dont il s’agit, fournisse 
des groupes composés chacun d’une dérivée unique. On traitera ces 
relations comme on a traité le système proposé &, et l’on en déduira 
de même : 1° un premier groupe À d'équations, obtenues par résolu- 
tions successives, ayant pour premiers membres certaines dérivées 
de uw et éventuellement cette fonction même; 2° un deuxième groupe 
3h’ de relations ne contenant plus la fonction w ni aucune de ses déri- 
vées. Si parmi les dernières 8’ figure quelque relation non identique 
entre les seules variables x, y, ..., le système proposé est impossible. 
Si dans le groupe À’ figure une relation a’ résolue par rapport au, la 
fonction wet ses dérivées peuvent s'exprimer à l’aide des variables 
indépendantes a, y, ... des fonctions restantes ¢, ... et de leurs déri- 
vées, et en portant les valeurs ainsi obtenues dans les relations pré- 
cédentes du groupe À’ et dans celles du groupe §, on obtiendra cer- 
taines relations €’ ne contenant plus la fonction inconnue wni aucune 
de ses dérivées : le groupe G, se composera alors de la relation unique 
a’, et le groupe G, des relations B, $B’, €’. Si le groupe A’ n'existe 
pas, le groupe G, se compose des relations §, et le groupe G, des re- 
lations B, D. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on poura déduire du systeme 
(§, A’) un système harmonique §’, composé d’un nombre égal d’équa- 
tions ayant respectivement les mémes premiers membres. Sur le sys- 
teme §’ on opérera comme sur §, et ainsi de suite. 

Or, un pareil mécanisme ne peut manquer de conduire finalement 
soit à une impossibilité, soit à une équation résolue par rapport à u, 
soit à des conditions de passivité indépendantes de « et de ses déri- 
vées. Car, dans le cas contraire, il conduirait à une suite illimitée de 
systèmes harmoniques possédant la propriété suivante : chacun des 
systèmes dont il s’agit comprendrait un premier groupe d'équations 
en nombre égal à celles du système précédent et ayant respectivement 
les mêmes premiers membres, puis un deuxième groupe d'équations 


DE L’EXISTENCE DES INTÉGRALES, ETC. 181 


ayant leurs premiers membres étrangers à ceux du système précédent 
et à leur descendance. Il résulte de cette circonstance que toutes les 
dérivées de uw finiraient par devenir principales (18, IV), et à partir de 
ce moment les conditions de passivité demeureraient finies par rapport 
du, ce qui est évidemment incompatible avec notre hypothèse. 


22. En appliquant au système G, la proposition du numéro précé- 
dent, et continuant ainsi jusqu’à épuisement des fonctions inconnues, 
on pourra done, sauf la rencontre d'une relation non identique entre 
les seules variables x, y, ..., ramener l ‘intégration du système proposé = 
à celle de systèmes harmoniques passifs n'impliquant chacun qu'une 
seule fonction inconnue. 

Si le système proposé, avec des seconds membres tous nuls, a ses 
premiers membres olotropes dans un espace normal de forme quel- 
eonque, on lui appliquera les remarques du n° 20. 
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POTENTIEL THERMODYNAMIQUE 


ET LA 


PRESSION HYDROSTATIQUE, 


Pan P. DUHEM. 


INTRODUCTION. 


Nous avons indiqué ailleurs (') de quelle manière on pouvait dé- 
terminer la forme générale du potentiel thermodynamique interne d’un 
système dont la nature varie d’un point à l’autre d’une manière con- 
tinue. Mais, préoccupé surtout des applications à l'électricité et au 
magnétisme, nous avons di glisser rapidement sur quelques questions 
qui auraient nécessité une discussion rigoureuse ; d’ailleurs cette dis- 
cussion exigeait l’examen préalable d’un grand nombre de difficultés 
relatives aux principes de la Thermodynamique, et cet examen n’était 
pas à sa place dans un Ouvrage qui n’était pas consacré à cette branche 
de science. 

Depuis l’époque où a paru l’Ouvrage dont nous parlons, nous avons 
repris l'étude détaillée de la Thermodynamique (*); les résultats 
obtenus dans cette étude nous permettent aujourd’hui d'aborder avec 
toute la rigueur et toute la généralité désirables la détermination du 
potentiel thermodynamique interne d’un système hétérogène. 

Moyennant certaines hypothèses, que nous avons cherché à mettre 


1) Leçons sur UElectricité et le Magnétisme, t. 1, Liv. UE, Chap. II. 
(2) Commentaire aux principes de la Thermodynamique (Journal de Mathématiques 


pures et appliquées, t. VII et t. IX). 
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clairement en évidence, on trouve que la forme générale de ce poten- 
tiel est la suivante : 

29 * & E re ja ral 

f= [GdvV4— fj Favay- 


Chacune des intégrations s'étend au volume entier du système; G dé- 
pend des variables, telles que la température, la densité, etc., qui 
définissent les propriétés du système en un point de l'élément dV; 
F dépend des propriétés de la matière en un point de l'élément dV et 
en un point de l'élément dV’; toutefois, les températures T et T’ en ces 
deux points n’y figurent pas. | 

Ce théorème domine l'étude de la Capillarité, de l’Électrostatique, 
du Magnétisme; nous en avons déjà fait de nombreuses applications et 
nous espérons en donner d’autres encore dans de prochains Mémoires. 
Dans ce Mémoire-ci, nous en faisons l'application à l'étude de l’équi- 
libre des fluides. 

Le cas le plus simple de l’Hydrostatique est celui où l’on suppose 
nulle la fonction F. Si l’on désigne par o la densité du fluide en un 
point de l'élément dV, la fonction G devient une simple fonction de ¢ 
et de T, 9(p,T) et le potentiel thermodynamique interne prend la 
forme 


F= [o(p,T) av. 


Dans ce cas, les divers éléments du fluide n’exercent les uns sur les 
autres aucune action. La plupart des propositions relatives à ce cas 
simple sont bien connues; nous en avons donné ailleurs (‘) un exposé 
complet et rigoureux. | 

Un autre cas, plus général que le précédent, est celui où l’on a 


Er pp’ d(r), 


p eto’ étant les densités des deux éléments dV, dV’ et r leur distance. 
Dans ce cas, deux éléments, de masses dm et dm’, pris au sein du 
fluide, exercent l’un sur l’autre une action répulsive, soumise à la loi 


|) Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique. Cours professé à la Faculté des Sciences 
de Lille en 1890 1891. T. I, Liv. II. 


LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET LA PRESSION HYDROSTATIQUE.M 185 


de légalité entre l’action et la réaction, et ayant pour grandeur 
d > 
am dm! f(r) | firs), 


C'est à ce cas que se rapporte, en particulier, la théorie de la figure 
des planètes. La plupart des théorèmes généraux, vrais pour le premier 
cas, le sont également pour ce cas plus général. 

Mais ce cas n’est pas le plus général qui se puisse concevoir; dans 
le cas le plus général, on a 


EF = pp’ (0, p', 7). 


Dans ce cas, la force qu’exercent l’une sur l’autre deux particules de 
masses dm et dm’ ne s’obtient plus en multipliant le produit de leurs 
masses par une fonction de leur seule distance; cette force est de la 
forme 


amam fer) | Flerp'r)=— 5, (07): 


On sait que M. Faye attribue précisément a une force de ce genre la 
formation de la queue des comètes. 

Mais, et c’est là ce qui distingue le cas général des cas particuliers 
précédents, cette force ne représente pas, à elle seule, l’action totale 
de la particule dm’ sur la particule dm: il faut y joindre une autre 
action qui est non plus une force, mais qui est ce que nous avons appelé 
ailleurs (') une influence; cette influence, qui tend à accroitre la den- 
sité de l’élément dm, sans tendre à déplacer le centre de gravité de cet 


0 ; > 
élément, a pour grandeur — - b(p,p’,r)dmdm’. 


La masse dm exerce une influence analogue sur la masse dm’, en 
sorte que, pour avoir le travail total des actions mutuelles de ces deux 


masses, il faut ajouter au travail — £ vee, 0’, r)dmdm Gr de la force 


0 L 0 ; i 
mutuelle le travail — E b(p, 0,7) 99 + ae! Up, p', 7) 6p | dm dm' des 
influences réciproques. 
RS 


(1) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, X* Partie, Chap. HI. 
Ann. de L'Éc. Normale, 3° Série. Tome X. — Juin 1893. 24 
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L'introduction de ce nouvel élément, que ne connait pas la Méca- 
nique rationnelle, montre que le problème de l’Hydrostatique, ainsi 
généralisé, échappe aux prises de la Statique classique; en revanche, 
il peut être abordé par la Thermodynamique, et l'étude de ce problème 
se montre féconde en résultats imprévus. 

Le plus important de ces résultats, que nous avions déjà entrevu 
ailleurs ('), est celui-ci : 

Dans le cas général, la densité du fluide en un point nest pas détermi- 
née par la seule connaissance de la pression au même point. 


Cette proposition fondamentale : À une température donnée, la den- 
sité est une fonction déterminée de la pression, proposition que les 
Traités d'Hydrostatique présentent comme une hypothèse première et 
universelle, n’est vraie que pour les deux cas particuliers que nous 


avons signalés tout d’abord. 
Le résultat précédent peut encore se mettre sous la forme que voici : 


Les surfaces d’égale pression ne coincident pas, en général, avec les 
surfaces d’égale densité. 


A ce résultat, on peut en joindre deux autres : 


Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en géneral, avec les 
surfaces d égale pression. 

Les surfaces équipotentielles ne coincident pas, en général, avec les sur- 
faces d égale densité. 

Deux de ces trois familles de surfaces : surfaces d’égale pression, 
surfaces d’égale densité, surfaces équipotentielles, ne coincident que 
dans les deux cas particuliers énumérés tout d’abord, et alors elles 
coincident toutes trois. 

Des théorèmes fondamentaux de l’Hydrostatique classique, un seul 
demeure vrai pour le cas général; c’est celui-ci : 


Une surface d'égale pression est normale en chaque point à la force, 
tant interieure qu extérieure, qui agit en ce point. 


(1) Leçons sur l’Electricité et le Magnétisme, t. 1, pp. 355-359. 
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CHAPITRE I. 


LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE INTERNE D'UN SYSTÈME CONTINU. 


Considérons un corps, dont les propriétés varient d'un point à 
l’autre d’une manière continue ou discontinue, les discontinuités se 
produisant le long de certaines surfaces. Divisons ce corps en 7 par- 
ties, de telle façon que la nature de chacune de ces parties varie d’un 
point à l’autre d’une manière continue, les surfaces de discontinuité 
se trouvant au nombre des surfaces de division qui découpent le corps 
en ces 7 parties. Imaginons, en outre, que chacune de ces 7 parties ail 
une température uniforme, cette température n'étant pas forcément la 
même pour les diverses parties 1, 2, ..., 7. - 

Nous supposerons que ces parties puissent être considérées isolé- 
ment et que chacune d’elles soit divisible à l'infini en parties qui puis- 
sent, elles aussi, être considérées isolément. 

Considérons isolément la partie r. Supposons qu’elle admette un 
potentiel thermodynamique interne. Ce potentiel est susceptible d’une 
infinité de déterminations; soit ¥, une de ces déterminations; c’est 
une quantité dont la valeur est donnée lorsque l’état de la partie 1 est 
donné. L'énergie interne et l’entropie de cette partie 1 seront déter- 
minées par les égalites 


gp oes 

(1) EY, =$,—T oy 
Os, 
(2) Eo 1 


Au sujet des parties 2, ..., 2, nous pouvons répéter des considéra- 
tions analogues. 

Considérons simultanément les parties 1, 2,..., 7, en ne les suppo- 
sant pas en contact. Leur ensemble admet pour potentiel thermodyna- 
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mique interne, pour énergie interne et pour entropie les quantités f, 
©, $, déterminées par les égalités 


(3) § =F, ++... + + EW, 
(4) O=7,+Y,+.:-+7,+ FP, 
| 


(5) §=3,+2.4+..-4+2%,, 


dans lesquelles W est une quantité dont la valeur est donnée lorsque 
l’état des diverses parties 1, 2, ..., » et leur position relative sont don- | 
nés; cette quantité WY tend vers zéro lorsque les diverses parties 1, 
2,...,n 8 éloignent indéfiniment les unes des autres. 

Lorsque les diverses parties 1, 2, ..., 2 sont au contact, le poten- 
tiel thermodynamique interne, l'énergie interne et l’entropie ont des 
valeurs qui sont les limites respectives vers lesquelles tendent Îles 
quantités ¥, ©, 8, déterminées par les égalités (3), (4), (5), lorsque 
les parties 1, 2,..., x, primitivement isolées, tendent à se mettre en 
contact. 

Ce que nous venons de dire est tres général; nous allons maintenant 
particulariser davantage, en introduisant quelques hypotheses. 

La PREMIÈRE HYPOTHÈSE que nous ferons est une hypothèse sur la na- 
ture de laquelle nous avons déjà appelé l’attention dans un autre tra- 
vail ('); elle consiste à supposer que l’on a 


(6) P=V,.+ +... +, 
+W,+...+W,, 
+...—+, 
lui ns 


WV; étant la fonction, analogue à W, qui se rapporte au système que 
composeraient les deux parties ¢ et 7, si on les prenait seules; en 


sorte que le potentiel thermodynamique interne de ce dernier système 
aurait pour valeur | 


+ $; + EW;;. 


Fe ha ms 
L'égalité (6) peut encore se mettre sous la forme suivante, dont nous 


2 Commentaire aux principes de la Thermodynamique, I'* Partie (Journal de Ma- 
thématiques de C. Jordan, t. VU, p. 315; 1892). 


LL 
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aurons a faire un fréquent usage 


(6 bis) 2~— W,+P,,4+...4+ 4, 
Vi ++... +, 


= Wait ro +. ne We ane 


Dans cette égalité, W;; et W;, ont identiquement le même sens. 

Le système ayant été décomposé en un certain nombre de parties, 
divisons celles-ci en parties plus petites, ces dernières en nouvelles 
parties, et ainsi de suite, de telle sorte que le système se trouve divisé 
en parcelles dont toutes les dimensions tendent vers zéro; admettons 
qu’à aucun moment ces diverses parties ne cessent de remplir les con- 
ditions qui permettent d'attribuer à chacune d’elles un potentiel ther- 
modynamique interne. 

Soit c une de ces parties dont le volume V; tend vers zéro; soit M; le 
point vers lequel tendent tous les points de la surface qui la limite; 
nous admettrons, et c’est la DEUXIÈME HYPOTHÈSE que nous ferons, que 


: Zs ; Le $; 
l'on peut toujours choisir la fonction §; de telle manière que le rapport x 


demeure fini et tende vers une limite déterminée lorsque la partie i tend 

vers zéro par ur mode déterminé de subdivision du système. La valeur li- 
G; 

Vi 

à se réduire au point M; par des modes différents de subdivision du sys- 

téme? Ce dernier point sera l’objet non d’une hypothèse, mais d’une 

démonstration. 

Cette hypothèse peut n’étre pas réalisée dans certains systèmes; 
ainsi, dans un système électrisé, si l’on considère une partie terminée 
partiellement par une surface qui porte une distribution électrique 
superficielle, lorsque cette partie ¢ décroitra, on verra tendre vers une 


mite du rapport <4 demeure-t-elle la même lorsque la particule : tend 


limite déterminée et finie le rapport 4 S, étant l’aire de la surface 
électrisée qui termine cette partie; en sorte que, dans ce cas, le rap- 
port . pourra croître au dela de toute limite. Nous laisserons de côté 
ce cas et d’autres du même genre; d’ailleurs tous ceux d’entre eux 
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qu’il est intéressant de considérer donneraient lieu à des raisonne- 
ments semblables à ceux que nous allons développer. 

La fonction #, étant déterminée, quel que soit 7, de manière à satis- 
faire à l'hypothèse précédente, nous admettrons que la fonction W,; 
satisfait à une TROISIÈME HYPOTHÈSE que VOICI : 

Soient, autour de deux points déterminés M;, M; du système, deux 


= . . . \ ' 5 \ y Wy 
particules vet J qui tendent à se réduire à zéro. Le rapport VV, demeure 


fini et, de plus, il tend vers une limite déterminée lorsque les deux vo- 
lumes V;, V; sont obtenus par un mode déterminé de subdivision du sys- 
tème. Nous laisserons en suspens, pour le moment, la question de sa- 
voir si cette limite est la même quel que soit le mode de subdivision 
du système. 

Enfin, nous ferons une QUATRIÈME HYPOTHÈSE. 

Soit M; un point du système; soit S une surface qui entoure le 
point M;; prenons un volume quelconque intérieur à cette surface et 
contenant le point M;; divisons ce volume d’une manière quelconque 
en un nombre quelconque de parties 7, a, b, ... 4, dont l’une, z, ren- 
ferme le point M;. On peut toujours prendre la surface S assez voisine en 
tous ses points du point M; pour que l’on soit assuré d’avoir 


(7) [e+W,+...+WISeV, 


€ étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d’a- 
vance. 


Voyons quelles sont les conséquences de ces quatre hypotheses. 
Nous allons prouver en premier lieu que /e rapport - tend toujours 
i 


vers la méme limite, quel que sout le mode de division du système qui fait 
tendre vers zéro la particule entourant le point M;. 

Imaginons d'abord que l’on divise le système en cubes infiniment 
petits, qui ont leurs arêtes respectivement parallèles aux axes de coor- 
données Ox, Oy, Os, et dont la longueur d’arête décroit suivant une 
Fi 
. . Vi 
une limite finie et déterminée, qui dépendra uniquement de la posi- 
tion du point M;. Si donc nous désignons par /; et wv les valeurs de f, 


progression géométrique de raison 4. Le rapport 2° tendra alors vers 


4 
| 
| 
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et V; relatives à un tel petit cube, nous aurons 


ie 


lim = G( 25 se 21) = G:, 


G étant une fonction uniforme et continue des coordonnées æ;, y;, 5; 
du point M;, si, au voisinage de ce point, les propriétés de la matière 
varient d’une manière continue. 

En vertu de notre quatrième hypothèse, autour de tout point M; d'un 
certain domaine D dont fait partie le point M;, on peut tracer une 
sphère qui jouisse de la propriété suivante : 

Si, à l’intérieur de cette sphère, on prend un volume contenant le 
point M,, et si on le divise en diverses parties 7, a, b, ..., /, dont 
l’une, 7, contient le point M,, on sera assuré que l’on a 


LPS Ë .+<W;/]£eV;. 


Le rayon de cette sphère dépend, en général, du point M; que l'on 
choisit dans le domaine D; mais, pour les divers points du domaine D, 
il admet une limite inférieure R, différente de zéro. 

Du point M; comme centre, décrivons une sphère de rayon inférieur 


x R Le ee 1 T 
CE l’intérieur de cette sphère, prenons un volume quelconque V;, 


renfermant le point M;, et divisons ce volume en parties quelconques 
a, B, ..., A. Nous serons assuré d’avoir 


| Wag+ ay... + Pol£e Vo 
[| Weat+ Vey+...+ Wa]£eVe, 


[Pat Wet... + Pox |SeVa, 


et, en remarquant que 
Vat Ve+..:+ Vi Vi, 


| Wag+ Way+-- + Wey 
+ Wea ay +. « + Ve, 


+ Pia Wyg-+-. + Pi eV 7. 


Ainsi, quelle que soit la forme du volume V; qui entoure le point M; et 
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quelle que soit la manière dont on l'a subdivisé en parties a, B,..., À, on 
peut toujours prendre le volume V; assez petit pour que Von au 


(8) | Wag+ Way+.--+ Pa 
+ We, +. à + Ws, 
En ape ce 


étant une quantité positive, ausst petite que l’on veut, donnée 
d'avance. 

Prenons un tel volume V;. Soit f; son potentiel thermodynamique 
interne. Si nous tracons les petits cubes considérés, il renfermera 
certains de ces petits cubes &, B, ..., A, et, en outre, des parties 
résiduelles, x, v, ... Nous aurons, d’après l'égalité (3), 


(9) = fa + fe ++ fit a+ +... +EW. 


Le volume V; ayant été pris assez petit pour que l'inégalité (8) soit 
satisfaite, nous sommes assurés d’avoir 


(10) JEW |SnV,, 


n étant une quantité positive, aussi petite que l’on veut, donnée 
d'avance. 
En vertu de la deuxième hypothèse, on aura 


| La + +. = K(Vu+ Vy+...), 


K étant un rapport qui demeure fini lorsque les volumes V,, VW, ... 
tendent vers zéro; mais on peut pousser assez loin la division en cubes 
pour que le volume de la partie résiduelle (V,+V,+...) soit une 
fraction, aussi petite que l’on voudra, du volume V;. On peut done 
prendre les éléments cubiques assez petits pour que l’on soit assuré 


d’avoir 


(11) [Su+%+...| EnV. 


En vertu de la deuxième hypothèse, on peut prendre les cubes «, 
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B, ..., À assez petits pour que l’on soit assuré d’avoir 


[fa—uG|£nu, 
lL fa—uGg|Snu, 


If. — uG,| Sau, 


Gus Gg, ..-, G, étant les valeurs de la fonction G(x,y,z), en des 
points M,, Mg, ..., M, des cubes a, 5, ..., A. 

La fonction G(x, y, z) étant continue et les points M;, M., Mg, M, 
étant tous intérieurs au volume V;, on pourra toujours prendre celui-ci 
assez petit pour que l’on soit assuré d’avoir 


| Ga— G:|£n, 
(13) | |Gg—G;|Sn, 
OT. 
Les inégalités (12) et (13) permettent d'écrire l’inégalité 
| fat fe +... + fi —NuG(x, yi, 3:)|S2nNu, 


N étant le nombre des volumes cubiques que contient le volume V;. 
Mais la somme Nu des volumes cubiques que renferme le volume V; 

ne pouvant surpasser ce volume V;, l'inégalité précédente entraine 

9° 2 Cr 

l'inégalité 

(14) | fat+fpt---+fi—NuG( ez Yi si) enV ee 


L'égalité (9), jointe aux inégalités (10), (11) et (14), nous montre 
que l’on peut toujours prendre le volume V; assez petit et pousser 
assez loin la subdivision en cubes pour que l’on soit assuré d’avoir 


(15) F§; —NuG(2;, Yi 3;) | Si Via 


On peut toujours aussi pousser la subdivision en cubes assez loin 
pour que le volume résiduel V,+V,+..- = V,— Nu soit une 
fraction aussi petite que l’on voudra du volume V;; assez loin, par 
conséquent, pour que l’on soit assuré d’avoir 

V;— Nu fe nN 
(16) = ER PU 
V; | Ge(Li, Vii) 
Ann. de L’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Juix 1893. 
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Les inégalités (15) et (16) nous montrent que l’on peut toujours 
prendre le volume V; assez petit et pousser la subdivision en cubes 
assez loin pour que l’on soit assuré d’avoir 


(17) he ViG (rs Ji 21) |250Vi- 


Mais la valeur des deux membres de cette inégalité ne dépend plus 
que du volume V; et nullement du degré auquel a été poussée la divi- 
sion en cubes. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Quelle que soit la forme du volume V;, qui entoure le point 
M;(a;, Yi 35), nous pouvons toujours assigner à ce volume une limite 
supérieure telle que, pour tout volume inférieur à cette limite, nous 
soyons assuré d’avoir 


F; E 
(17 bis) v7 ae Yi 5i)|£5n, 
t 
7 étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 
Cette proposition entraine, à titre de conséquence, le théorème que 
nous voulions démontrer : 


Lorsque le volume V; tend à s évanouir au point M; en passant PAR UNE 
Fi 
Vi 
terminée, qui dépend d'une manière uniforme des coordonnées du point M;, 
el qui varie d'une manière continue avec ces coordonnées, lorsque le 


SUITE QUELCONQUE DE FORMES, le rapport tend vers une limite finie et de- 


point M; se déplace dans une région où les propriétés de la matière va- 
rient d'une manière continue. 


Ce théorème entraine immédiatement cet autre : 


Lorsque l'on augmente indéfiniment le nombre des parties en lesquelles 
le système est divisé, de manière que les dimensions de chacune de ces 
parties tendent vers zéro, la somme ($, + $, +... + $,) tend vers une 
limite finie, dont la valeur est indépendante de la loi de subdwision 
adoptée, et l’on a 


(18) lim ($,+ 9,+-...+$,)= { G(a, y, 3) aV, 


7 ' 177 \ 2 
dV étant un élément de volume du système, (x, y, =) un point de cet éle- 
ment, et l'intégrale s'étendant au volume entier du système. 
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Nous allons maintenant, par une analyse semblable, prouver que, si 
deux volumes V;, V; tendent à s’évanouir l’un au point M,, l’autre 


au point M,, le rapport wie tend vers une limite dont la valeur ‘dé- 
pend de la position des deux points M,, M;, mais ne dépend pas des 
formes par lesquelles passent les volumes V,, V;, en se contractant. 
Supposons, tout d’abord, que l’on ait adopté un mode particulier — 
de subdivision du système, par exemple la subdivision en cubes déjà 
considérée. Deux de ces divisions cubiques, toutes deux de volume wu, 
enferment l’une le point M,, l’autre le point M;. Soit Ÿ;; la valeur de 
la quantité analogue à W;; pour ces deux cubes. En vertu de la troi- 
sieme hypothese, lorsque ces deux cubes tendront à s’évanouir l’un 


au point M;, l’autre au point M;, le rapport Yi tendra vers une limite 
finie et déterminée, et l’on pourra écrire 


CUT 


TN 


(19) lim (ré Very en Yp 2j) = Fy, 

F étant une fonction uniforme des coordonnées x;, y;, 3; du point M; et 
des coordonnées æ;, y;, z; du point M;; de plus, si les propriétés dela 
matière varient d’une manière continue autour du point M,, F est une 
fonction continue de æ;, y;, 3,3 si les propriétés de la matiere varient 
d'une manière continue autour du point M,, F est une fonction con- 
tinue de æ;, yj, 3;- 

Cela posé, prenons, autour des points M,, Mj, deux volumes quel- 
conques V,, V;, auxquels correspond la fonction W,,;. Divisons-les 
en cubes de volume w. Le volume V; renferme les cubes &, 8, ..., A, 
et les volumes résiduels V4, Vy, ..., Va: Le volume V; renferme les 
cubes a, b, ..., d, et les volumes résiduels V,, V,, ..., V,. Nous au- 
rons évidemment 


(20) Y= Va + vas +e. + Var sue +, +.. + Wap 
+ ea + dB +... + da LE Was + Ver +... + Wép 


de Hye Hee tne + Pam + Du ++ ip 
QUE Waa air Wu see Wu AH Wu ats Wun Se oho Wp 
a Wy, + Py +.. +W,, + WP» + Wyn +... +, 


+ ya + Vos +. “or Wot om + Von +: Fri Ee 


ie 


“+ 
j Me: h 
Gr Or i _ 
45 + ne | HE Me a 
= pe ; 
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y ea “Te 
rey se) Wve tend vers une limite finie lors # 


que les volumes Ug, ..., Ws Vus +++, V, tendent vers zéro, la valeur es 
de cette limite dépendant peut-être de la manière dont ces volumes 
tendent vers zéro. On peut done poser 


: D WZ 
Chacune des quantités = 


Van +. SEL ip KN u(Vin Site «+ V,), k 


N étant le nombre des cubes que renferme le volume V;, et K un rap- 


D port qui demeure fini quelque loin que l’on pousse la division du sys- 
= | tème. 
a _ De même, on pourra poser 


Waa +... + Vo = K'N'u(Vy +..-+ Vo) 


a | ont + Von K'(Vy ++ Va) (Vn HV) 
a N’ étant le nombre des cubes que renferme le volume V;, et K’, K’ 
“he étant des rapports analogues a K. 

= . Nu Nu 2 ey : 
= Mais ANNE sont des rapports dont la valeur ne peut surpasser 1; 

+ on peut, d’autre part, pousser assez loin la division en cubes pour que 
4 les deux rapports 
i Vit VE + Ve 
; V; 
ne 

‘4 Van Van tes: Vip 

Vi 

a 


| soient aussi voisins de zéro que l’on voudra. 
| Donc, les deux volumes V,, V; étant donnés d’une manière quel- 
conque, on pourra pousser la divine en cubes assez loin pour que l’on 
soit assuré d’avoir \ 
Boum ++ Wy, | S nViV,, 
(21) [Pos +e.+ Wu | SnViV;, 
| Wun.» «+ Wop | SN Vi Vy 


y étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 


D'autre part, en vertu de l'égalité (19), on peut toujours pousser 
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la division en cubes assez loin, pour que l’on soit assuré d’avoir 


| Vaa — Foau?| nu, 


CRE Le SN PEN CL 


Mais la fonction F(a;, y;, 3;; æ;, y;, z;) est une fonction continue 
de Xi, Yi, 3, et de x;, y;, 3;. Comme les points Mz, ..., My, M; sont tous 
intérieurs au volume V, et que les points M,, ..., M,, M; sont tous in- 
térieurs au volume V;, on pourra toujours supposer que, avant toute 
division en cubes, on ait pris les volumes V,, V; assez petits pour que 


l’on soit assuré d’avoir 
(23) 
ere Fre lS ue 
Les inégalités (22) et (23) donnent l'inégalité 

| Yao +--+ du — NN’? F,; | S anNN‘u?. 

Comme on a d’ailleurs | 
Nw Ve; Nee y;, 

cette inégalité entrainera cette autre 
(24) | Yaa +... + ty — NN’? F,;| 5 20 Vi Vj. 


Cette inégalité, jointe à l’égalité (20) et à l’inégalité (21), entraine 
le résultat suivant: 

On peut toujours prendre les deux volumes V,, V; assez petits, puis, 
une fois ceux-ei choisis, pousser la subdivision en cubes assez loin, 
pour que l’on soit assuré d’avoir l'inégalité 
(25) |W), — NN’u?F;;| $ 5n ViV;. 


D'ailleurs, les volumes V;, V; étant donnés, on peut toujours pousser 
la division en cubes assez loin pour que l’on soit assuré d’avoir 


V,—Nu. vn Vi N'ur Va 
Vita VEY, Vi VF iz | 


et, par conséquent, ; 
(26) | V, V,; Fi; — NN’ uw? F,;|S0V. V;, 
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inégalité qui, jointe à l'inégalité (25), donnera 
(27) LP; — ViV;F;;|£6nViV;. 


Ainsi, on peut toujours, autour des deux points M;, M;, tracer deux 
volumes V,, V; assez petits, puis, une fois ces volumes choisis, les dé- 
couper en cubes assez petits pour que l'inégalité (27) soit assurément 
satisfaite. 

Mais la division du système en cubes infiniment petits et le degré 
auquel cette division est poussée n’influent en aucune façon sur la 
valeur des deux membres de l'inégalité (27); nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : 


Quelle que soit la forme des volumes V;, V; qui entourent respecti- 
vement deux points donnés M;,M;, nous pouvons toujours assigner à ces 
volumes une limite supérieure telle que, pour tous les volumes V,, V;, 
inférieurs à cette limite, nous soyons assurés d’avoir l’inégalité 


Wi; 


F | 
(27 bis) V; We =e F(z; Vis Fis Vis Vis 3;) 5 6n, 


7 étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d’avance. 


De ce théorème découle la proposition que nous voulions démontrer. 


Lorsque les deux volumes V;, V; tendent respectivement à s'évanour 
aux points donnés M;, M;, en passant PAR UNE SUITE QUELCONQUE DE FORMES, 


le rapport TV. tend vers une limite finie et déterminée ; cette limite dépend 
RE à 


d’une manière uniforme des coordonnées du point M; et des coordonnées 
du point M j3 elle varie d’une manière continue avec ces coordonnées, 
pourvu que les propriétés de la matière varient d’une manière continue 
dans le domaine du point M; et dans le domaine du point M Z 


Ce théoreme établi, nous allons nous proposer de démontrer la 
proposition suivante : 


La fonction F(a, y, 3; x’, y’, 3’) est d’une nature telle que l’integrale 


[F(2, ty a ey ety ay? 
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aut un sens méme lorsque le point (x, y, z) fait partie du volume auquel 
s'étend l'intégration. 


Cette proposition n’est nullement évidente de soi, car, si nous 
savons que la fonction F(x, y, 5; x’, y’, z') est finie et déterminée 
pour tout couple de points M(x, y, =) et M’(a’, y’, 3’), il n’est nulle- 
ment démontré ni assuré que cette fonction tende vers une limite finie 
et déterminée lorsque le point M’ tend vers le point M par un trajet 
quelconque. 

Autour du point M,(a, y, z) (fig. 1), on peut toujours, en vertu de 


Fig. 1. 


notre quatrième hypothèse, tracer une surface S assez petite pour que 
l’on ait 


(7 bis) ia Wigt...+ Wn lSeVi, 


V, étant un volume intérieur à la surface S et contenant le point M,; 
Neg Mau Vs des volumes connexes avec le volume V,, qui, avec le 
volume V,, remplissent en tout ou en partie l’espace intérieur à la 
surface S, et € une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, 
donnée d'avance. 

A l'intérieur de la surface S, traçons une autre surface quelconque S”. 
Nous pourrons toujours prendre le volume V, assez petit pour qu'il 
soit en entier contenu dans la surface S’. Soient V,, ..., Vr d’autres 
volumes qui, avec le volume V,, achèvent de remplir la surface S’. 
Soient V,, ..., V des volumes qui remplissent l’espace U compris 
entre les surfaces S et S’. L’inégalité précédente nous donnera 


Wigt.. +-Wyt+ Vi. w+ Wig |SeVi 


et aussi 2 
| Peat . ot W|<eV,. 


à 
ar 
AR 


CHE. 


Ces deux inégalités nous permettent d'écrire 


(28) x | Wipe. Pe ETAT 


Mais, en vertu de la proposition exprimée par l'inégalité (27). eten | 
Svar 


désignant par 4 la quantité positive jj’ Nous pourrons toujours prendre 


les volumes V,, Vy, ..., V assez petits pour que nous soyons assuré 
des inégalités ox; See 
| Pip — Fi Vi Vp [SO Vi Vp, 


Pis — Fig Vi Vo l<0 Vi Vo. 
De ces inégalités, nous déduisons 
Bae. se Wig = Vi VA DE Fe VOD 


cn : ; wie 
ou bien, puisque 4 est égal à; 


(29) PE tb Wg NA Va Fa Vie ee 
Mais le point M, ne fait pas partie de l’espace U; quelle que soit la 
position du point (a, y’, z’) dans l’espace U, la fonction 
F(x, Ji 313 2’, y’, 3’) 


demeure finie et continue. Lors done que les dimensions des volumes 
Vu» ---» Va tendent toutes vers zéro, la somme (F,, Vy, +...+ Fo Va) 
tend vers l’intégrale 


if F( 24, 91) 2132", y, 2 AVS 
U 
En d’autres termes, une fois les deux surfaces S et S’ choisies, on peut 


toujours prendre les volumes V,, ..., Vz, assez petits pour que l’on ait 
l'inégalité | 


Se. 


(30) Vu: . + Fo Vo— f F(x, V1 S15 x; i 3’) dV' 
| u ; 


Les inégalités (28), (29) et (30) donnent l'inégalité 


(31) | Vif Fu use, y!, a) dV! |S heVi, 
U 
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Ainsi, autour du point M,, on peut toujours tracer une surface fer- 
mée S assez petite pour que la propriété suivante soit vérifiée : 

Quelle que soit la surface S’, intérieure à la surfaces, dont on en- 
toure le point M,, on pourra toujours prendre les volumes V,, V,, ..., 
Vz assez petits pour que l’on ait 


(31 bis) | [P(e yu 512, 9, 2') AV" | She, 


l'intégrale s’étendant à l’espace U compris entre les surfaces S et S’, 
et « étant une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance. 

Mais rien, dans la valeur du premier membre de l'inégalité (31 dis), 
ne dépend des dimensions des volumes V,, V,. ..., Vz; nous pourrons 
donc remplacer l'énoncé précédent par celui-ci : 


Autour du point M,, on peut toujours tracer une surface fermée S 
assez petite pour que l’on ait l'inégalité (31 bis), e étant une quantité 
positive, ausst petite que Von voudra, donnée d'avance, et l'intégrale 
s'étendant à l’espace compris entre la surface S et n'importe quelle autre 
surface S', intérieure à la surface S et enveloppant le point M,. 


C'est le caractère général, indiqué par M. du Bois-Reymond, pour 
reconnaitre que l’intégrale 


f(a, Jo & a; Y' z') dV' 


a un sens, même dans le cas où, le point (a, y, 3) faisant partie du 
domaine auquel s’étend l'intégration, la fonction F pourrait cesser 
d'être, en ce point, déterminée, finie et continue. La proposition 
énoncée est donc démontrée. 

Proposons-nous maintenant d'évaluer la limite vers laquelle tend 


la somme 
Vis + ist... + Wi 


lorsque le nombre des parties en lesquelles le système a été divisé 
augmente au delà de toute limite, les dimensions de chacune de ces 
parties tendant vers zéro. 
Soit M, (2. Ya» s,) le point où le volume V, tend à s’évanouir. En- 
Ann. de L'Ée. Normale. 3° Série. Tome X. — JuiLLet 1893. 26 


| Bey le point M, ‘ae surface ‘eke S 


= Va les parties qui os iY espace U intérieur à la ‘surfac 


Fig. 2 . 


Vue. V, les parties en lesquelles est divisé l’espace E extérieur à la 


surface S. Nous aurons 


(a) ie UE aa Wipe HU ONU ee 


_ En vertu de la quatrième hypothèse, nous pourrons toujours prendre 
la surface S assez petite pour avoir 


(33) + Pa iy .+ W,,] SeVi, 


2 étant une quantité positive, aussi petite que (an voudra, donnée 
d'avance; et cela, quelles que soient les parues Vie Nascar OM 
lesquelles le volume U a été divisé. 

D’autre part, nous pourrons toujours rendre les volumes V,, Vine 5 
V, assez petits ae avoir 


| LE Fi Vi LEA i= 5 VaVa 


| Win — Fin Vi Va |S 5 Vi Vas 


E=(V,,+...+ V,) étant le volume occupé par le systeme en dehors 
de la surface S. Ces inégalités donnent 
(34) | Pam. int Vil Fim Vim ++ Fin Vn)|£e Vi. 


On peut aussi rendre les volumes V,,, ..., V, assez petits pour avoir 


(35) Fin Vat: + Fa Va [Cœur 54,2, V3) dv! =e. 
E 


l'intégrale s’étendant à la partie E du système qui est extérieure à la 
surface S. 


des at ee 


CTP 


=i 


CPE ZA f; 


pi " 
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= ? \ a + , 
Mais, d’après le théorème que nous venons de démontrer, lorsque 
la surface S tend, par une suite quelconque de formes, à s’évanouir 
au point M,, l'intégrale 


fete M19 S19 a’, y',5') av! 
E 


tend vers une limite finie et déterminée qui est, par définition, l’inté- 
grale | 
ECG, 5 BY) SON 
(E+U) 

étendue au volume entier du système. Cette intégrale est une fonction 
des coordonnées (x,, y,, 5,) du point M,, variable d’une manière 
continue avec æ,, y,, 3,, Si les propriétés de la matière varient d’une 
manière continue au voisinage du point M,. Si donc nous posons 


(36) W (25% 24) = Er Wan) B15 gee ys z') aN, 


l'intégrale s’étendant au volume entier du système, nous serons 
assuré que l’on peut prendre la surface S assez petite pour avoir 


(37) Wat) [Fenn sn 2sy z')dV' Se. 
E 


L'ensemble des égalités et inégalités (32), (33), (34), (35) et (37) 
conduit au résultat suivant : 

On peut toujours prendre assez petites, d’une part, la surface S qui 
entoure le point M, et, d’autre part, les dimensions des parties en les- 
quelles le systeme est divisé pour avoir 


(38) [Wit Wit. + in VW (xs Yo 31)|£4e Vi, 


e étant une quantité positive, aussi petite que l'on voudra, donnée 


d'avance. 

Mais les valeurs des deux membres de l'inégalité (38) sont entière- 
ment indépendantes des dimensions attribuées à la surface S. Nous 
pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


Il est toujours possible de pousser assez loin la division du système pour 
que l'inégalité (38) soit verifiee. 


a 0 À 
* Ged 


éorème équivaut ? de celui-ci mh 


EN 
que l'on divise le système AUS suivant nt une lo 


me 
le rapport Tat Ba ot Win tend vers la valeur li mite w X15 Yo 
1 


Il nous eat maintenant facile de tete la eaten, Trane! vers 
laquelle tend la somme mares 
2=— Via Wit... + Win 
ak st t+ Won 


+++. E +W, ns 


lorsque l’on pousse à l'infini la division du système. 
Soit e une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée 
d'avance; soit U= V,+ V,+...+ V, le volume total du système. 
On pourra toujours pousser assez loin la division du système pour — 
avoir ; 
[Pret Pistes + Win — Vi Wir Yi 41) 15 ae 


(38 bis) | Por +; PC +, nog V, W (22, 22 32) jz = avs / 


| Wut Prot. a Prin oe —V UNE Vn Zn) | <= 


qui donnent 
(39) |= aa W(x, X19 31) Vi —. : .— W(2,, Yn Sn) Van (==. 


Mais on peut aussi pousser la division du système assez loin pour être 
assuré d’avoir 


(Go) | W(21, 71) 21) Vite + W (ny Yas Zn) Vn— f W (2, y, 2) 4V [S65 
l'intégrale s’étendant au système entier. 


Les inégalités (39) et (40) nous montrent que l’on peut toujours 
pousser la division du système assez loin pour avoir 


(41) |2— fW(2, y, 2) dV|S2¢, 


e étant une quantité positive, aussi petite que l’on youdra,: donnée 
d'avance. 
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Cette inégalité (40) nous montre que, lorsqu'on pousse à l'infini la 
division du système, on a 


(42) lim( W,+W,+...+w,, 
Rss last not dan 


+, ++. . + W,,n1) a Wee, Y> z) dV. 


. Les égalités (3), (G bis), 18 et (42) conduisent alors au théorème 
suivant. 


Le potentiel thermodynamique interne d’un système continu peut se 
mettre sous la forme suivante 


(43) f= fGlz, Y, 3) 4N + Ef Wie, y, 3) dV; 


E est l'équivalent mécanique de la chaleur; G et W, deux fonctions finies, 
qui varient d'une manière continue avec x, y et 3, st les propriétés de la 
matière varient d’une manière continue dans le domaine du point (y 3). 


En vertu de l'égalité (36), cette égalité (43 bis) peut encore s’écrire 
(43 bis) $= Gt, Y s)aV+E [fF (x, y, 3, 2, ¥', 2!) dV dV'; 


F est une fonction symétrique dex, y,zetdea', y’, z'; st les deux points 
(x; y, 2}et (x, y’, z') demeurent à distance finie, elle demeure finie et 
déterminée: elle varie d’une manière continue avec x, Y, 4; st les pro- 
priétes de la matière sont continues dans le domaine du point (CAPE 

Ces résultats sont déduits de l'égalité (3). Des considérations ana- 
logues, appliquées aux égalités (4) et (5), fourniront les expressions 
suivantes pour l’énergie interne et pour l’entropie d’un système continu 


E ee 0 1 
(44) EU = fK(+, 7; s)dV+— ff Flay, 3, X,V 54 ) dV dV, 
(45) ES = f'H(x, y, +) dV. 


K et H sont des fonctions analogues à G; elles ont avec G des relations 
que nous allons approfondir. 
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CHAPITRE IL. 


EXPRESSION DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE EN FONCTION 
DES PROPRIÉTÉS DE LA MATIÈRE EN CHAQUE POINT. 


‘ 


La matière qui forme un système peut être zsolrope ou non isotrope. 


En tout point M d'une matière non isotrope, un triedre trirec- 
tangle (ME, Mn, MC) est donné, qui définit l’ortentation de la matière 
en ce point; cette orientation peut d’ailleurs varier d’un point à l’autre 
soit d’une manière continue, soit, le long de certaines surfaces, d’une 
manière discontinue. Si une portion de matière se déplace de manière 
que ses divers points gardent des positions relatives invariables, et 
que ses propriétés demeurent invariables, le trièdre qui marque l’orien- 
tation de la matière en chaque point est entraîné dans ce mouvement. 

L'état de la matière au point M est défini par un certain nombre, 
que nous supposerons fini, de variables algébriques et de grandeurs 
géométriques ; chacune de ces dernières intervient, dans la définition 
de cet état, non seulement par sa valeur, mais encore par sa direction 
par rapport au trièdre (M£, Mn, M); en d’autres termes, chacune 
d'elles intervient par ses trois composantes suivant ME, My, MK. 

Lorsqu'on aura affaire à une substance isotrope, on pourra attribuer 
à chaque point un trièdre d’orientation; mais le choix de ce trièdre 
sera arbitraire et, parmi les conséquences auxquelles on parviendra, 
on ne devra retenir que ceux qui sont indépendantes de l'orientation 
attribuée en chaque point à ce triedre. 

Imaginons une portion de matière. L'état de cette portion de la ma- 
tière est défini par son orientation en chaque point et par la valeur 
qu'ont, en chaque point, un certain nombre de variables parmi les- 
quelles est la température absolue T. Les autres variables seront dites 
normales (*) si elles possèdent la propriété suivante : la portion consi- 
dérée de la matière ayant la même température en tous ses points, et 


(1) P. Dunem, Commentaire aux principes de la Thermodynamique, HE Partie (Jour- 
ual de Mathématiques pures et appliquées, t. IX). 
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étant placée en présence de corps étrangers quelconques, une varia- 
tion infiniment petite de température que n’accompagne ni change- 
ment de forme de la portion considérée, ni changement des variables, 
autres que la température, qui définissent son état en chaque point, 
n'entraine aucun travail des actions extérieures. Nous admettons que 
l’on peut toujours définir l’état de la matière au moyen de variables 
normales et nous supposons que l’on ait toujours fait choix de telles 
variables; c’est à cette condition seulement que les équations (1) 
et (2) sont exactes. 

Ces principes brièvement posés, nous allons énoncer deux hypo- 
thèses qui se présentent pour ainsi dire d’elles-mêmes. 


PREMIÈRE HYPOTHÈSE. — M, est un point donné du système, situé dans 
une région de température uniforme; V, est un volume qui enferme le 
point M,; ce volume, considéré isolément, admettrait un potentiel 
thermodynamique interne §,; si on le supposait rempli d’une matière 
homogène ayant en chaque point l'orientation et les propriétés qu'a la 
matière considérée au point M,, il admettrait un potentiel thermody- 
namique interne $,; on peut toujours prendre le volume V, assez petit 
pour que l’on ait 


(46) Li 9, foe, 
¢ élantune quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d’avance. 


DEuxIÈME HYPOTHÈSE. — M,, M, sont deux points donnés du système; 
chacun d’eux est situé dans une région de température uniforme; V, 
est un volume qui entoure le point M, et V, un volume qui entoure le 
point M,; à l’ensemble de ces deux volumes correspond une fonc- 
tion W,,. Si l’on supposait le volume V, rempli d’une matière homo- 
gêne ayant, en chaque point, l'orientation et les propriétés qu’a, au 
point M,, la matière qui remplit réellement le volume V,; si l’on sup- 
posait le volume V, rempli d’une matière homogène ayant, en chaque 
point, l'orientation et les propriétés qu'a, au point M,, la matière qui 
remplit réellement le volume Vz, la fonction W',, prendrait une valeur 
nouvelle Y”,. On peut toujours prendre les deux volumes V,, V, assez 
petits pour que l’on au 


(47) [io D, [SeViV:, 
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vance. | 

Pour déduire les conséquences de la première hypothèse, don- 
nons au volume V, la forme d’un cube ayant son centre au point M, et 
ses arêtes parallèles aux arêtes M,ë,, Min,, M,%,, qui marquent 
l'orientation de la matière au point M,; supposons ce cube homogène ; 
le potentiel thermodynamique interne #, de ce cube, considéré isolé- 
ment, doit être indépendant de la position de ce cube dans l’espace; 
il ne peut donc dépendre que des variables qui, avec la position qu'il 
occupe dans l'espace, achèvent de le faire connaître entièrement. Or il 
est évident que ces variables sont : 

1° Le volume V,; 

2° La grandeur des paramètres algébriques «,, 6,, ..., A,, T, qui 
définissent l’état de la matière au point M, ; 

3° La grandeur des trois composantes az, Ayn, Ge; - +03 die, Lin, Liz 
de chacune des grandeurs géométriques a,, ..., /,, qui définissent 
l'état de la matière au point M,. 

On doit donc avoir 


qt Es 5 
Fi Ta (is ces Any Try Gus Gino Qty - +2 LE, Lane dix, Vi). 


S 


Mais on peut prendre le volume V, assez petit pour que l’on soit 
assuré d’avoir 


(17) | — GVilSeV,, 


et, partant, en vertu des inégalités (17) et (46), 


— G,|£2e. 


Vi 
G, ne dépendant pas du volume V,, cette inégalité montre que, lorsque 
le volume V, tend vers zéro, \: tend vers une limite qui ne dépend pas 
de V, et qui ne peut dès lors dépendre que des variables «,, ..., A,, 
Pied, Cin Giver tit Wes fre 

Par conséquent, la fonction G, dépend seulement : 1° des grandeurs 


des paramètres algébriques qui entrent dans la définition de l'état de la 
matière au point M,; et 2° des trois composantes (suivant les axes qui 


ÉTÉ ÉTÉ 
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indiquent l'orientation de la matière au point M,) des grandeurs géo- 
métriques qui définissent l’état de la matière en ce point. 

Dans le cas particulier où la matière est isotrope, le choix des axes 
Mi, Mine M,¢, est arbitraire, et les variables que nous venons 
d énumérer ne doivent entrer dans l'expression de G, que par des 
combinaisons indépendantes du choix de ces axes; donc, dans le cas 
où la matière est isotrope au point M,, l’état de la matière en ce point 
étant défini par certains paramètres analytiques et par certaines gran- 
deurs géométriques, G, dépend seulement de la valeur de chacune de ces 
variables et des angles que les grandeurs géométriques font deux à deux. 

Pour déduire les conséquences de la deuxième hypothèse, prenons 
le volume V, comme nous venons de le faire, et formons le volume V,, 
autour du point M,, par un procédé semblable. 

La fonction W”, relative au système des deux cubes homogènes V,, 
V, ne doit pas dépendre de la position absolue dans l’espace du sys- 
tème formé par ces deux cubes; elle doit dépendre seulement des va- 
riables qui, jointes à cette position, achèvent de déterminer entière- 
ment le système formé par ces deux cubes; encore les températures 
T,, T, des deux cubes n’y doivent-elles pas figurer. 

Les variables qui déterminent Y”,, sont donc : 

1° Les volumes V,, V, des deux cubes; 

2° Trois paramètres 0, 9, d (par exemple, les trois angles d’Euler ), 
permettant d’orienter les deux triedres 


(Mia, Mn: M,%,) et (M és, Mzn2, M2%2) 


l'un par rapport à l’autre; 

3° La distance r des centres des deux cubes; 

4° Les variables algébriques @,,..-, A, (mais non pas la tempéra- 
ture T,) dont dépend l’état de la matière au point M,; 

5° Les composantes @yr, yy: @ity +++ hes lps Ge, suivant M,£,, 
M,n,, M,¢,, des grandeurs géométriques @,, ..., l,, dont dépend 
l’état de la matière au point M,; 

6° Les variables algébriques æ,, ..., A, (mais non pas la tempéra- 
ture T,) dont dépend l’état de la matière au point M, ; 

7° Les composantes 22, Gen, gr ++ Le, bn for, Suivant M, 6, 
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M,ns, M,C, des grandeurs géométriques a, ..., l,, dont dépend 


l’état de la matière au point Mp. 
Autour des points M,, M,, on peut toujours tracer deux volumes V,, 


V,, assez petits pour avoir 


(270) [io Fi ViVol£eViVo. 


Cette inégalité, jointe à l'inégalité (47), montre que nous pourrons 
toujours prendre nos deux sabes assez petits pour avoir 
Ps 


— F,.|S 26. 


De cette inégalité, on déduit sans peine la proposition suivante. 


La fonction F ,, dépend seulement : 

1° De la distance r des deux points M,, M, ; | 

2° Des trois paramètres 0, ©, Y, qui fixent l'orientation mutuelle des 
deux trièdres (M,€,, M,7,, M,%,) et (ME, M, 2, M,C.)s 

3° Des variables algébriques %,, ..., À, (mais non pas de la tempéra- 
ture T,) dont dépend l’état de la matière au point M,; 

4° Des composantes Aye, &in, Ayes , Lie, li, Lx, Suivant Mei; Mi, 
M,¢,, des grandeurs géométriques a,, ..., l,, dont depend l'état de la 
matière au point M,;  — 

5° Des variables algébriques &,, ..., À, (mais non pas de la tempera- 
ture T,) dont dépend l'état de la matière au point M,; 

6° Des composantes Ayz, Ayny dur, ..., le, bons Loe, suivant M, 6, Mayo, 
M,¢,, des grandeurs géométriques a,, ..., L, dont dépend l'état de la 
matière au point My. 


Le lecteur verra sans peine comment ces variables se réduisent 
dans le cas où la matière est isotrope soit autour de l’un des points 
M,, M,, soit autour de tous deux. 


we | > La OG 
Supposons que la quantité ar 
dans toute l’étendue du système, et continue dans toute région ou 
les ge du système varient d’une manière continue. L’ intégrale 


IF ST s ZV aura un sens; de plus, si le système est partagé en parties 1, 


soit une fonction de (x, y, 3) finie ~ 


nie né RAA de à à 


7. Sse 
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2, ...,n, ayant chacune une température uniforme, nous aurons 


0] et a 0 


OG 0 
8 = TJ G IV, + 
Sa gen ia) CITÉ aa 


Mais, d’autre part, en désignant par $, le potentiel thermodynamique 
interne de la partie 1 considérée isolément, nous aurons [égalité 


(43 bis)] 

I 

| s,= [Gavi ff reviavi. 
es 191 


La fonction F est indépendante de la température commune T, des 
deux éléments dV,, dV'. Nous aurons done 


af, _ à 
(49) oT, — or, J avi 
ou bien, en vertu de légalité (2), 


0 
EL =— 5p, | GaV. 


On a, de méme, 


ù 
Deere! V,, 
EX, a [Ga ‘ 
0 
SY CS + 
ET | G AV 


Moyennant ces égalités, l'égalité (48) devient 


OG ae er ts 
ST = E(3,+ 2.+...+2n) 


ou bien, en vertu de légalité (5), 
OG Th; 
(50) Es=— | Sav. 


L’égalité (1) donne, en tenant compte de l’égalité (49); 


ET, = # nr fa av. 
24 
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On a, de même, 


4 
EM =4—T gp f Gav, | 
EY,=§,—T : G dV, 
Tere ee Te Col, by 


Ces égalités, ajoutées membre à membre, donnent 
E(¥,+ Y.+...+Yn) ‘ 
Ô 0 HAT ; 
8.4 ee Le (or. PG av. +, or, [ O4Ve+- de lean, J Gav.) 


ou bien 


E(Yi+ Yi+. HV) =F, + +. + — fr. 


Cette égalité, jointe aux égalités (3) et (4), donne 


ou bien, en vertu de l'égalité (43 bis), 


(51) Bo = f(G- Toe on) av += =f f ravav. 


Les égalités (50) et (51) nous redonnent les résultats contenus dans 
les égalités (44) et (45); mais, de plus, elles nous enseignent que les 
fonctions K et H, qui figurent dans ces équations, sont ier à la fone- 
tion G par les relations 


(52) H=— 5 
~ , OG 
(93) K=G—T >. 


Ce que nous avons dit dans ce Chapitre et dans le précédent n exige 
pas que la température du système soit «uniforme; mais, du moins, 
cela exige que le système soit décomposable en un nombre limité de 
parties ayant chacune une température uniforme; c’est, en effet, seu- 
lement dans ce cas que sont définies les fonctions s et ¥ Es 
aux principes de la Thermodynamique, N° Partie, Chap. Il, § 6 et 
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Chap. Ill, § 7). Mais, st nous considérons maintenant un système dont 
la température varie d’un point à l’autre d'une manière continue, rien 
n'empêche de former, pour un tel système, les fonctions $, 8, ©, donnees 
par les égalités 


(43 bis) ga faav+ f fravav, 


(50) ES = 


(51) Ev=((G—T5))av+5 f fravay, 
OT 2 


et de leur étendre les propriétés des fonctions §, 8, ©, relatives a un Sys- 
tème que l’on peut diviser en parties de température uniforme. 

Cette extension, qui permet de traiter des systèmes dont la tempé- 
rature varie d’un point à l’autre d’une manière continue, constitue une 
nouvelle Aypothèse; mais cette hypothèse se présente si naturellement 
et les conséquences en sont si aisées à déduire que nous n’insisterons 
pas sur elle. 


CHAPITRE III. 


DE LA PRESSION DANS LES FLUIDES. 


Les considérations précédentes sont très générales; nous allons 
maintenant nous occuper d’un cas plus restreint, qui aura l’avantage 
de nous fournir l’application à un exemple simple des théorèmes que 
nous venons d'établir. 

Imaginons une substance isotrope, définie en chaque point par deux 
variables normales seulement, la température T et la densité p; celle-ci 
variera d’une manière continue à l’intérieur de certains espaces ; mais 
ces espaces pourront confiner les uns aux autres par des surfaces de 
discontinuité; la matière remplissant chacun de ces espaces prend le 


nom de fluide. 
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Pour un fluide donné, la fonction G relative à un point (a, y, =) dé- 
pend seulement de la densité p et de la température T en ce point; 
nous pouvons poser 


(54) : G=£(p, T). 
La forme de la fonction € dépend de la nature du fluide. 

La fonction F relative à deux points (a, y, =) et (a’, y’, x’) dépend 
de la densité p au point (a, y, =); de la densité p au point (2’, y’, 2’); 
enfin de la distance r des deux points (a, y, 3) et (a, y’, =’); nous 
pouvons poser 


(55) F = EPP (e's r). 


La forme de la fonction Ÿ dépend de la nature du'fluide auquel appar- 
tient le point (2, y, =) et de la nature du fluide auquel appartient le 
point (æ’, y’, 2’). 

Si nous désignons par dm = pdV et par dm’ =’ dV’ les masses 
des deux éléments de volume dV, dV’, le potentiel thermodynamique 
interne d’un fluide pourra, en vertu des égalités (43 bis), (54) et (55), 
s’écrire 
(56) c= tt T) dm +4 ff be, o', r) dm dm". 


Considérons deux éléments de masses dm et dm’, dont M(x, y, =) et 
M'(x', y’, 5’) sont deux points, situés à une distance finie r; l’en- 
semble de ces deux éléments forme un système dont le potentiel ther- 
modynamique interne # est donné par l'égalité 

PTE, T) dm + Co", T')dm'+ U(p, p', r) dm dm' 
et l'énergie interne © par l'égalité 


ro EC T)—T ue D) | am 


I / / rT OC" 5 T’ I 
a E (0! PF) —T' — ee ‘| dm'+(p, p', r) dm dm". 


Si le système des deux éléments éprouve une modification infiniment 
petite, le dernier terme de l'expression de Ew éprouve une variation 


ay (9 or pe or y or 0 7) 


JR CPE TA 


me. eT eT 


on ae eer dé Pre A cé 
x | . ‘ 7 ù 
. V7 | 
: \ . ee 
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Par définition ('), le travail des actions exercées par l’élément dm’ 
sur l’élément dm a pour valeur 


ë a oy for or a au à 
(57) de =— | 58 (So be + Fay + Dès) + SP de | dm dm 


Le travail des actions exercées par l’élément dm sur l’élément dm’ 
a, de méme, pour valeur 


3 > u x fa} 
TITLES E (5 SET ae a3!) oa Fe 


En Do I 
CINE A dy! ef op | dmdm'. 


‘ 
La formule (57) nous montre que les actions de l'élément dm’ sur 
l'élément dm se composent : 
1° D'une force, dirigée de M’ vers M, ayant pour grandeur 


fale Poh pe x 
(58) PS Vile. ram ; 


2° D'une influence (*), tendant a accroitre la densité de l'élé- 
mentdm, 


0 fé 7 I 
(59) Reel Goh ena am 
Les actions de l'élément dm sur l’élément dm’ se composent, d’après 
Ja formule (57 bis) : 
1° D'une force, dirigée de M vers M’, ayant pour grandeur 
À = 2 | !,r) dm dm'; 
(58 bis) ee AP? 02 4 , 
cette force est égale et directement opposée à la force F, donnée par 


l'égalité (58); é 
2° D'une mfluence, tendant à accroître la densité de l’élément dm’, 


- 0 - 
(59 bis) A'—=— oe! Do, p', r) dm dm’. 


(1) Commentaire aux principes de la Thermodynamique, V° Partie, Chap. HE, n° 2 


(Journal de Mathématiques, À. VII, p. 311; 1892). ae ; 
(2), Sur la définition de ce mot, voir Commentaire aux principes de la Thermodyna- 
1 


mique, loc. cit. 
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Les deux influences À et A’ ne sont pas nulles en général ; elles ne 
disparaissent que dans le cas particulier où la fonction Ÿ(e,p', 7) 
devient indépendante de p et de ¢’ et où, par conséquent, elle se ré- 
duit à une fonction de la seule variable r. Si l’on pose alors 

ee pr) 
(60) f(r)=— MF FT 
la force répulsive qui s'exerce entre les deux masses élémentaires dm, 
dm aura pour valeur, d’après les formules (58) et (58 bis), 


(61) F = dm dm'f(r), 


f étant une fonction dont la forme dépend de la nature des deux fluides 
auxquels appartiennent les éléments dm, dm’. C'est dans ce cas parti- 
culier, très important, que se rangent, à titre de cas plus particuliers, 
les hypothèses faites par Newton tant sur les forces qui déterminent la 
gravitation universelle que sur les actions moléculaires ; nous nommerons 
ce cas particulier le cas de l'hypothèse newtonienne. 

Un cas plus particulier encore est celui où la fonction Ÿ devient in- 
dépendante non seulement des densités o et 9’, mais encore de la dis- 
tance r; dans ce cas, comme la fonction Ÿ doit, par son origine même, 
être égale à zéro pour deux particules infiniment éloignées, elle sera 
identiquement nulle; le potentiel thermodynamique interne d’une 
masse fluide prendra non plus la forme générale (56), mais la forme 


(62) $= [&(p, T) dm; 


deux éléments dm, dm’ du fluide, n’exerceront plus l’un sur l’autre 
aucune action; c’est le cas que nous avons étudié en détail dans un 
autre Ouvrage (*). 

Revenons maintenant au cas général auquel correspond l'égalité (56) 
et proposons-nous de chercher, dans ce cas général, les conditions 
d'équilibre du fluide. 

La première condition sera que la température ait, en tous les points 
du système, une même valeur égale à la température des corps exté- 


c (4) Le Dune, Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique; cours professé à la Faculté des 
Sciences de Lille en 1890-1891. Livre II : Les corps fluides. 


‘4 
| 
4 
| 
| 


LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE ET LA PRESSION HYDROSTATIQUE. 217 


rieurs. Cette première condition nous faisant connaître la température, 
nous pourrons ne plus faire figurer explicitement la lettre T dans l’ex- 
pression de la fonction o(9, T). 

Les conditions d'équilibre que nous cherchons s’obtiendront en ex- 
primant que, dans toute modification isothermique virtuelle du sys- 
tème, on a 


(63) dG,<0$, 
dé, étant le travail des forces extéricures appliquées au système. 

A l’égard de ce dernier travail, nous supposerons qu'il puisse être 
mis sous la forme 


(64) dé, f (Xeôx + Y.dy +205) dm 
— S P[cos(P, xz) dx + cos(P, y) dy + cos(P, 3) ds] a3, 


la première intégrale s'étendant aux divers éléments de masse du fluide 
et la seconde aux divers éléments de la surface qui le limite; les fonc- 
tions X,, Y., Z. peuvent dépendre non seulement des coordonnées 
(æ, y, 3) de la particule dm, mais encore de sa nature, de son état, de 
sa densité. 

Nous commencerons par donner au fluide toutes les modifications 
virtuelles qui laissent invariables le volume et, partant, la densité de 
ses divers éléments. Pour ces modifications, nous traiterons la con- 
dition (63) comme nous l'avons fait dans notre Cours d’Hydrodyna- 
mique (Livre IT, Chap. I, n° 1, 2 et 3). Mais, dans ce cours, le poten- 
tiel thermodynamique interne était donné par l’expression (62), en 
sorte que, dans les modifications dont il s’agit, on avait 


oF = 0. 


Ici au contraire, où le potentiel thermodynamique interne est donné 
97 ER a 2 nee > 
par l’égalité générale (56), on aura 


(65) EEE off De, pr) dm dm’. 


Pour pousser plus avant la détermination de ce terme, nous nous 
appuierons sur trois hypothèses rendues nécessaires par ce fait que la 
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quantité - ne demeure pas en général dans un rapport fini ve 
1 j : % Y PPTs 

quantité Y(, p',r), au voisinage du point r= 0. 


Première nypornise. — Soit M(a, y,s) un point du fluide; soitrla 


distance du point (x, y’, =’) au point M; soit Az, y"; 3°) une font} 


tion quelconque de (x’, y’, =’) qui demeure finie dans le voisinage du 4 
point (æ, y, =); quelle que soit cette fonction, on peut toujours entourer ——— 


le point M d'une surface S asses petite pour que l’on ait + 


Ses 


( Pe dy 1 
| face. y s') 5 dm 


l'intégrale s'étend à l'espace U compris entre la surface S et une surface 
quelconque S', intérieure a § et enveloppant le point M; € est une quantité 
positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d'avance. 


Faisons successivement 


et appliquons le théorème fondamental de M. du Bois-Raymond; nous 
parviendrons au résultat suivant : 


Les trois intégrales 


- 0 ue: Ar 
ke [ vtr, p',r) og dm : 


| 0 or 
(66) Y; = ft Pe Oh M 
Li = [ve 0’, ae dm! 


ont un sens alors même que le point (x, y, =) fait partie de la masse à 
laquelle s'étendent les intégrations. 


Entourons le point (x, y, 5) d'une surface S et supposons que, dans 
les formules précédentes, les intégrations s'étendent seulement à la 
masse extérieure à cette surface; les intégrales prendront alors des 
valeurs X;, Y), Z;; les composantes de la force exercée sur la parti- 
cule dm par le fluide extérieur à la surface S auront pour valeurs, 


es 
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d’après l'égalité (58), 
X;dm, Y;dm, Z;dm. 


D , = . La 3 
Si l’on suppose que la surface S, se contractant, vienne s’évanouir 

au point (a, y, =), ces quantités tendront respectivement vers les 
limites 

: X;dm, Y;dm, Z;dm. 

’ . ce r EU 
C'est pourquoi nous donnerons aux quantités X;, Y;, Z;, définies par 
les égalités (66), le nom de composantes, au point (x, y, 2), de la force 
intérieure. 


DEUXIÈME HYPOTHÈSE. — On peut toujours entourer le point M d’une sur- 
face S assez petite pour que l’on ait 


(<4, eo, 1) dante! Ses 


l’intécrale s'étend à l’espace U compris entre la surface S et une sur, ace 

& iP f à 
quelconque S', intérieure à S et enveloppant le point M; € est une quan- 
lité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d'avance. 


Le théorème fondamental de M. E. du Bois-Reymond nous montre 
alors que l'intégrale 


- 
5 eb == — | CE) Tres 
(67) À rh a b(p, 0', r) dm 


a un sens lors méme que le point (6,008) fait partie de la masse a 
laquelle s'étend l'intégration. 

Une raison analogue à celle qui nous a fait nommer les quantités X;, 
Y,, Z; les composantes, au point (x, y, =) de la force intérieure, nous 
fera nommer la quantité A l'influence qui tend à accroître la densité au 
point M(x, y; 3). 

Considérons la fonction 


(68) Vee, v,2)= f Ves of, yarn, 


l'intégration s'étendant à la masse entière du fluide; cette fonction 


= 


: : . E 
existe assurément, car elle n’est autre chose que le produit par = de 


i 


ne à a 
on ‘4 CR | 
la fonction W(x, y, =) définie en l'égalité (36). Au sujet de cette onc- 


PE DUHEM. wd nthe : 


= Tye - tion, nous ferons l'hypothèse suivante : ti ENST 
fs, : ; Area 
TROISIÈME HYPOTHÈSE. — Sott Mg( 2, Yo. =o) Uz point situe dans une . 
at région où la densité 9 varie d'une manière continue; on peut toujours 
‘HET | entourer le point M d’une surface S assez petite pour que Von aut | 
[is LU ' (69) : RATER 8) Ng lee ET Nig ge | 
De 4 MM, i 


cest une quantité positive, aussi petite que l’on voudra, donnée d'avance ; 
V, est défini par une égalité analogue à l'égalité (68), mais où Vintegra- 
tion s'étend. seulement. à l'espace intérieur à la surface S; (x, Vy, =) est 
n'importe quel point de cet espace. | 

Des trois hypothèses que nous venons d’énoncer, nous allons déduire 
la conséquence suivante : 


AR _ Si, au voisinage du point (x, y,2), la densité p admet des dérivées 
“70 Op dp’ dp 
2 


: Et | partielles du premier ordre re la fonction N admet, elle aussi. 
NT \ des dérivées partielles du premier ordre, et Von a 
Pa 
> ave dp 
D. 7 ws ia et 
a | ov dp 
À (70) dy = Y;— Oy’ 
=, ove. ey, do 
< EUR kak © 
me: | | | | 
BS Prenons un point My (a , Yo, 9) et, autour de ce point, tracons une 
y surface S assez petite pour que l’inégalité (69) soit satisfaite quel que 
4g soit le point M(x, y, =) à l’intérieur de cette surface. Nous prendrons 
Le . ; \ , z ‘ x = 
EL | le point M sur une parallèle à l'axe des + menée par le point Mo, et . 
é nous poserons 
à = Hi To = Ax, 
en sorte que nous aurons 
: MM, =| Az}. 


Nous pouvons poser 


1 Vito Jos 50) = Vil Loy Yo» 20) + Va(Tos Vos 50), ‘ 
V(x,+ Az, Yor 50) = Vi (2+ Az, Vos 30) + Vo(ao+ Az, Yor 30): 


(75) 


nn 
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la fonction V, (x, y,s) étant définie par une égalité analogue a l'éga- 
lité (68), mais où l’intégration s’étende à l’espace 2, extérieur à la 
surface S. 

Les égalités précédentes nous donnent 


V(ao+ Az, Vos Zo) — Vian Vos Zo) 


(71) x 
ee. V1 (a+ Ax, Yo, 30) — Vil Los Yor 20) 
Ax 
i V:(to+ Az, Vos %) a DEC Yo» Bq) à 
Az 


Or, nous avons, par hypothese, 


| (y+ Ax, Yor 59) — Vi (Lor Yor 30) a 


(69 bis) re 


La fonction V,(a», Yo, Zo) admet, par rapport à æ,, une dérivée par- 
tielle du premier ordre qui peut être obtenue par la règle de la diffé- 
rentiation sous le signe le on peut donc choisir Ax assez petit pour 


que l’on ait 


V,(Zo+ AZ, Yo By) — Va(Loy Vos 30) 0 1 Cie i 
(72) Az ar tn 0 a5, 


Mais la définition même des quantités X; et . montre que l’on peut 
toujours prendre la surface S assez petite pour que l’on ait 


d or k 
(73) | [5 Yo P', rsa + Xi(Loy Yor 50) | 2€; 
0 0 ede a 7 
(74) roi EE no ion es 0) |S €: 


L'égalité (71), jointe aux égalités (69 bis), (72); (io) AC): 
montre que l’on peut toujours prendre Aa assez voisin de zéro et la 
surface S assez petite pour avoir 

0 


os NT, Po Bela Clon Vos 0) X24 (a % 0 30) + (To, Yo 0) 5e Se 
Az To 


My : 
| is None d 
re NOTE bus 


€ étant une quantité positive, aussi petite que l'on voudra, ra, d dona 


| d’avance. Be 
Comme la valeur du premier membre de l'inégalité (55) ne dépend 


en aucune facon des dimensions attribuées à la surface S, on voit que 


cette inégalité entraîne l'égalité | me: 
vor 20) — V » Yoo So) | ey 4 dp a 
tim | Me ete) Vn eed] [Xion Yo» 50) + ob (ro, Yoo 20) se | q 


= I suffit de supprimer l'indice zéro, désormais inutile, pour retrouver 
la première des égalités (70): les deux autres s’établissent de même. 
Caleulons la quantité 


(76) ; J= [(X:0x + Yidy +2; 05 + Svdp)dm, 


ox, oy, 6s, do étant des fonctions continues de x, y, z, et l'intégrale 
s'étendant à la masse fluide tout entière. 
Nous aurons évidemment 


x, 


) 1=— foam [| Ge Prprr) DE Be + Hay RS 32) + Er dm! 
Ox Oz do ; 


Ov(p, p', 7) dQ. dr or Ne OV(p, | ; 
Host or (rare) + EE 3e | dim di’ 


Mais l'égalité (76) peut aussi s’écrire 


J = f(X 82" + Yj dy’ + Z; ds’ + he! do’) dm', 


en sorte que l’on a aussi ; 1 


[eee es or ; ora: Pas - 


Les égalités (76), (77), + montrent que l'on à 
(79) NÉE NUE D 
CLICS fOr. Or dr or or 
— [fe DO ja (oser + Par + 0s +de par ud + Fès!) 


+ de; D a, + sees p's oT ae! 


dmdm', 


quels que soient da, dy, dz, 6 


bal. ,Ùù LS si À D dt 


ee ON ee eee ve D de à) 
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Supposons maintenant ces quantités infiniment petites; nous aurons 


9 d(p, p', r) ( or & or x or or or or 
ees ee le) SEE D = SE à es A YA ge Weal 
do Peat ay dit deu la AS uy 0e a") 
Oi pne wien, OVO. Pal) apes 
| dp a dp! dp’ = 93 Y(p, py"), 


et l’égalité (79) deviendra 
à f (Nida + Yidy + Zrdz + dp) dm =— ff à L(p, p', r) dm dm, 


ou encore, en remarquant que chacun des éléments de masse dm, din’, 
auquel s'étend l'intégration double, demeure nécessairement inva- 
riable, 


(80) TX OL EN: ay + 7, 05 + ob dp) dm ——410 [f Ve. a r)dm dm. 


Cette égalité, jointe à l'égalité (65), montre que, toutes les fois que 
l’on déplace les divers éléments du fluide sans faire varier la densité, 
ona : 

OF = — | (X;dx + Y; dy + Z; 93) dm. 


Les raisonnements exposés dans notre Cours d’Hydrodynamique 
(Livre II, Chap. I, n° 1, 2 et 3) conduisent alors aux résultats suivants : 


Il existe une fonction I(x, y, s), uniforme, finite et continue en lous 


les points de la masse fluide, telle que Lon ait 
(81) p[(Xit Xe) dx + (Y;+ Y.) dy + (Z;+ Le) dz |= all. 


Cette fonction nest négalive en aucun point de la masse fluide. En tout 
point de la surface du fluide, ona 
/ Pcos(P, 2) —ILcos(r;, x), 
(82) P cos(P, y) —=Hcos(z;, y), 
P cos(P, =) — Il cos(x;, &), 


n, étant la normale a la surface du fluide dirigée vers l’untérieur du 


fluide. 
Ces résultats obtenus, nous écrirons que l'inégalité (63) doit être 


également vérifiée par une modification virtuelle dans laquelle la 
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densité varie; dans ce cas nous aurons, en vertu des égalités (56) 
et (80), 
> dg .. NN > IN 
OF = [5 dp dm — fx dx + Y; dy + Z; ds + odo) dm. 
up « 


En raisonnant comme nous l’avons fait dans notre Cours d’Hydro- 
dynamique (Livre I, Chap. I, n° 4) nous trouverons que l'on doit avoir, 
en tous les points de la masse fluide, 


, dE(P) 
do 


(83) = IL + p?%. 
L'ensemble des conditions (81), (82), (83) represente l'ensemble des 
conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre de la masse fluide. 
Partageons le fluide en deux masses A et B; soit o la surface nou- 
velle qui, soit seule ( fig. 3), soit avec une partie de l’ancienne surface 
terminale du fluide, limite la masse A. 


Fig. 3. 


Supprimons l'obstacle que la présence de la masse B apporte au dépla- 
cement de la masse A, SANS SUPPRIMER AUCUNE DES ACTIONS (FORCES OU 
INFLUENCES) QUE LA MASSE B EXERCE SUR LA MASSE A. Pour parler d'une 
manière plus explicite, supprimons la masse B, de manière que la 
masse À puisse, sans déplacer aucune masse étrangère, franchir la 
surface 5; mais, aux corps étrangers qui exercent déjà : 

1° Sur tout élément dm de la masse A, une force dont les compo- 
santes sont X, dm, Y,dm, Z, dm; 

2° Sur tout élément dS de la partie de la surface S qui peut confiner 
à A, une force dont les composantes sont 


Pcos(P,z)dS, Pcos(P, y)dS, Pcos(P,3) dS, 


adjoignons des corps étrangers qui, sans toucher le corps A, exercent 


ui d'outil alt, sgh. PT ER 
. . NOT Ie 
' i 
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3° Sur tout élément dm de A, une force dont les composantes sont 
X; dm, Y,,dm, Z,dm, X,, Y,, Z, étant définis par des égalités, analogues 
aux égalités (66), mais où les intégrations s’étendent à la masse B 
seulement; 

4° Sur tout élément dm de A, une influence dont le travail élémen- 
taire est A/dodm, X' étant défini par une égalité analogue à l’éga- 
lité (67), mais où l'intégration s’étend seulement à la masse B. 

En général, la masse A ne sera plus en équilibre; mais on en 


2 


rétablira certainement l'équilibre en adjoignant aux forces extérieures 
précédentes : 


5° Une force, appliquée à chaque élément do de la surface c, et ayant 
pour composantes 


(84) ILcos(v;, x) do, Ilcos(v;, y) do, Icos(v;, 3) do, 


y; étant la normale à l'élément do vers l’intérieur de la masse A. 

Ces forces sont les forces de liaison équivalentes à l’obstacle que la 
présence de la masse B apportait aux mouvements de la masse A. 

C’est pour cette raison que II(#, y, s) se nomme la pression au 
point (æ, Var) 

Il faudrait bien se garder de supprimer la masse B en remplaçant 
seulement les forces X;dm, Y; dm, Z;dm, que la masse B exerce sur 
chacun des éléments dm de la masse A, sans remplacer en même temps 
l'influence XL’ dm, tendant à augmenter la densité de l’élément dm, que 
cette même masse B exerce sur l’élément dm; les pressions (84) ne 
suffiraient plus alors à rétablir l’équilibre de la masse A. 

Il ne sera permis, en général, d'opérer ainsi que dans le cas parti- 
culier où l'influence &’ serait égale à zéro pour tout élément dm de 
la masse A. Cette condition ne sera pas généralement remplie, à 
moins que l’on n’ait 


5 0 Ol de sh à 


Si cette condition est réalisée, L est indépendant de p, et aussi de 9’, 
car / dépend symétriquement de ¢ et de p’. C’est donc seulement dans 
le cas de l'hypothèse newtonienne que l’on peut opérer de la sorte. 

A plus forte raison ne pourrait-on pas, en général, supprimer la 

Ann. de Ee. Normale. 3° Série. Tome X. — Junie 1895. 29 
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masse B sans remplacer ni les forces ni les influences qu'elle exerce 


sur les divers éléments dm de A; les pressions (84) ne rétabliraient 
pas l'équilibre de la masse; il n’est permis d’opérer ainsi que dans le 
cas où la masse B est sans action sur la masse A. Ce cas, où la fonc- 
tion | est égale à zéro, et où, par conséquent, toutes les actions inté- 
rieures disparaissent, est celui que nous avons traité en détail dans 
notre Cours d'Hydrodynamique. 

Dans un fluide dont les éléments n’exercent les uns sur les autres 
aucune action, ou bien encore dans un fluide dont les éléments exercent 
les uns sur les autres une action soumise à l’hypothèse newtonienne, 
on a À = 0, et l'équation (83) devient 

a 3 & er 


en sorte que la densité en un point est, pour un fluide déterminé, une 
fonction de la seule pression au même point; mais ce théorème n’a pas 
lieu dans le cas général; en dehors du cas de l'hypothèse newtonienne, 
la densité du fluide en un point ne dépend pas seulement de la pression 
en ce point. Cette proposition, qui limite à un cas particulier une loi 
que presque tous les physiciens regardent comme universelle, nous 
parait mériter l'attention (*). 

Supposons que les forces extérieures X,, Y., Z. admettent une 
fonction potentielle U; nous aurons 


X. dx + Y,dy + Z, ds + dU = o. 
D'autre part, les égalités (70) donnent 
Xi dx + Y; dy + Zi ds + dV + do — 0. 


Si l’on désigne par 
Q2=V+U 


la fonction potentielle totale de toutes les forces, tant extérieures 
qu'intérieures, qui agissent sur les éléments fluides, les deux égalités 
précédentes donneront l’égalité 


(Xe+ Xj) de + (Ye+ Yi) dy + (Le+ Z;) ds + dQ + dodo = 0. 


(1) P. Dunen, Lecons sur l’Electricité et le Magnétisme, t. 1, p. 355, 359. 
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Cette égalité, jointe à l'égalité (81), devient 
(86) p dQ + ho dp + dIl — 0. 


Les surfaces d’égale pression auront pour équation différentielle 


dQ + À do = 0, 
ou bien 
= ) 02. , dp dQ. , dp 
an À d Et EVE 
(Ss pee wt (Sor we) dy + (Sau 2) ds 0. 


En vertu des égalités (70) cette égalité devient 
(85 bis) (X;+ Xe) de + (Y;+ Ye) dy + (Z;+ 2e) ds — 0. 


Cette équation nous montre qu'une surface d’égale pression est nor- 
male en chaque point à la force, tant intérieure qu'extérieure, qui agit 
en ce point. 

D’autre part, l’égalité (83), différentiée, donne 


dt(p) | dép) oa > 
p|2 ri == dp? do — 2%p do — p? dbo — dil =o 


ou, en posant 
d æ 
(86) 8 (2 =f" [ae + oP | a, 


(87) sag RN 


Ajoutons membre & membre les égalités (85) et (87), et divisons 
par p les deux membres de l’égalité obtenue, nous trouverons 


dQ —d(pso) +d @(p) =o. 
Cette égalité s’integre immédiatement et donne 
(88) Q — pA + O(p) = const. 
Dans le cas de I’hypothése newtonienne, on a 
eo =, 


en sorte que l’équation précédente se réduit à 


Q + O(o) = const. 
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Il en résulte que les deux équations 


Q— const., p = const. 


définissent la même famille de surfaces; mais cela n’a pas lieu, en 
général, lorsque l'hypothèse newtonienne n’est plus vérifiée. 

Ainsi, hors de l'hypothèse newtonienne, les surfaces équipotentielles ne 
coincident pas, en général, avec les surfaces d’égale densité. 

Dans le cas de I’ hypothèse newtonienne, l’équation (85) se réduit à 


p dQ + di — o. 


Elle nous apprend que l'égalité dIT = o entraine l'égalité dQ =o et 
inversement, en sorte que les surfaces équipotentielles sont en même 
temps surfaces d’égale pression. Mais, lorsque & est différent de zéro, 
il n’en peut être de même, car il faudrait que l'égalité dp = o eût lieu 
en même temps que les deux précédentes, ce que nous savons être 1m- 
possible; ainsi, hors le cas de l'hypothèse newtonienne, les surfaces équi- 
potentielles ne sont pas surfaces d égale pression. 

Donc dans le problème général de l'Hydrostatique, les trois familles de 


surfaces 
Const, p= const., Il = const. 


sont essentiellement distinctes; pour que deux de ces familles se confon- 
dent en une seule, il faut que l'hypothèse newtonienne sou vérifiée ; mais, 
dans ce cas, elles se confondent toutes trois en une seule famille. 

Ces divers résultats montrent quelles précautions minutieuses on 
devra prendre lorsqu’on voudra étudier l’équilibre d’une masse fluide 
dont les divers éléments exercent les uns sur les autres des actions 
non soumises à l'hypothèse newtonienne. 

I] est un problème de Mécanique céleste auquel il y aurait lieu d’ap- 
pliquer les remarques précédentes ; M. Faye, pour expliquer la forme 
de la queue des comètes, a imaginé de remplacer la loi de la gravita- 
tion universelle par la loi suivante : Entre deux particules de masses 


dm, dm’, de densités p et p', situées à la distance r, s’exercerait une 
force te 


dm age. , 
(89) r= (p, p') —K], 


a 
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K étant une constante positive, le coefficient de l’attraction universelle, 
et (9, 0’) une fonction toujours positive, sensiblement égale à zéro 
lorsque les densités p et p’ ne sont pas très faibles, mais prenant une 
valeur notable lorsqu'une de ces densités devient comparable à la den- 
sité des gaz qui forment la queue d’une comète. 


L'égalité 
Iv pp'sr) en K —6(p, p') 
or ce r 
nous donne 
8(p, o') —K 
pee ply ry = PRIS + gp, 0). 


D’ailleurs, comme la fonction Ÿ doit tendre vers zéro lorsque r croit 
au dela de toute limite, on aura 


cas 0’) — 0 
et, par conséquent, 


4 


(90) OUR UD rt 


Cette fonction vérifie bien les diverses hypothèses que nous avons 
admises au sujet de la fonction Ÿ et des diverses autres fonctions que 
l'on peut former avec celle-là. 

L'influence que nous avons désignée par A [égalité (59)| aura 
pour valeur 
(91) A=—i 50 o!) dm dm’. 


La quantité A [égalité (67)] aura pour valeur 
1 d0(p, : 
7 æ=-f; PE am 


L’équation des surfaces équipotentielles s’obtiendra en écrivant que 
l’on à 


(93) a= f 21%, 0’) — K] dm’= const. 


L'équation des surfaces d’égale densité s’obtiendra, d’après l'éga- 


Re 


ft 
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lité (88), en écrivant que l’on a 


(94) 2—pu=f + a6, gl) +p SRE) — K | dm'= const. | 
, a { 
L’équation différentielle des surfaces d’égale pression sera, en vertu 
de Pégalité (85), ig ee 
ou bien, en vertu de l’égalité (85 bis) et des égalités (66), ! 


x! 


—£ 
dm' 
r? 


(gy 21 dx {[9(p, p') —K] 


: 1 
+ dy {[9(p, p') —K]2—* dm’ 


+ ds {[9(p, p') —K],—dm'=o. 


On voit bien que ces trois familles de surfaces, définies par les éga- 
lités (93), (94) et (95), sont essentiellement distinctes. 

Ces diverses remarques ne doivent pas être oubliées, si l’on veut, 
avec E. Roche et M. Resal ('), déduire de la considération de sembla- 
bles forces la figure de la queue des comètes. 

Ces considérations montrent l'intérêt qui s’attache à la conception 
nouvelle d'influence, qui doit prendre place à côté de la notion de 
force, dans l’étude des actions mutuelles des corps. 


(1) E. Resa, Traité élémentaire de Mécanique céleste, »° édition (Chapitre VI, § 2). 
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MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL 


DANS LE CAS 


D'UNE RÉSISTANCE PROPORTIONNELLE A LA VITESSE, 


Par M. ELLIOT, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANÇON. 


its 


Equations de Lagrange et systéme canonique. 


1. Les équations différentielles du mouvement d’un point libre de 
masse égale à l’unité, sollicité par des forces dérivant d’un potentiel U 
que nous supposerons dépendre seulement des coordonnées du point 
matériel, et, en outre, soumis à une résistance proportionnelle à la 
vitesse, dirigée en sens inverse de la direction de la vitesse, sont 


SRE LI 
i) pee RRS Oe, 


(TE La Oo 

Cherchons ce que deviennent ces équations par le changement de 
variables 
(2) Li= Pi (M1 as Ga), 


où les 9; ne contiennent pas le temps. D'après la méthode générale de 
Lagrange, on ajoutera les équations (1), apres les avoir multipliées par 


?: . on aura ainsi 
04h 
dx; 09; : dx; 09; ee OU 09; 
(3) de Dr alge ye 


et l’on sait qu’en posant 


Tizi +ai + x), 
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le premier terme de l'expression (3) se transforme en 


ar) OT. 
dt Odin 0qn 


Quant au second terme, en utilisant l'identité bien connue 


do; On! 
0qn 7 Odn 


Hosts À oat 
on voit immédiatement qu'il a pour expression ag BP sorte que les 
h 


équations (1) deviennent 


i jar) OT oT oÙ RS 


a dt\ oq.) *" ag, dan — dqn 

Si le point est assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe 
donnée, nous pouvons supposer que les équations (2) représentent 
cette surface ou cette courbe, à condition de supprimer la variable g, 
dans le premier cas, les variables g,, g, dans le second cas. Les équa- 
tions (1) ne sont plus celles du mouvement, et on doit les compléter 
en ajoutant dans les seconds membres les composantes de la réaction; 
mais, cette réaction étant dirigée suivant la normale à la surface ou 
suivant une normale à la courbe ('), les termes complémentaires dis- 
paraitront dans la combinaison que nous avons faite des équations (1). 
Les équations (4) au nombre de deux conviendront donc au mouve- 
ment d’un point sur une surface et détermineront les deux paramètres 
q, et qo en fonction du temps. Dans le cas du mouvement sur une 
courbe, il n’y aura qu'une équation (4) qui définira le paramètre g,. 


2. Proposons-nous maintenant de ramener les équations (4) à la 
forme canonique, c’est-a-dire de faire un changement de variables tel 
que ces équations coincident avec celles des caractéristiques d’une 
équation aux dérivées partielles dont il suffira, d’après la méthode de 
Jacobi, de trouver une intégrale complète pour écrire les équations 
finies du mouvement. 


(1) On voit que, dans notre hypothèse, la résistance ne provient pas d’un frottement tel 
qu'on l’admet habituellement de la part de la surface ou de la courbe, On peut supposer 
que cette résistance est due au milieu, la surface ou la courbe étant parfaitement polie. 


ts tnt 
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Pour cela, nous substituerons aux variables 9, de nouvelles va- 
riables p; définies par 
OT ' 
0qn 


Ph — ekt 


La transformation se fera immédiatement dans le premier et le second 
terme de l’équation (4), et le second membre n’est pas modifié. Pour 


oT : ne 
transformer le terme aoe remarquons que T qui est primitivement une 
h 


fonction des q, et g, devient une fonction des q,, p, et de ¢. Afin d’é- 
viter toute confusion, entourons provisoirement d’un crochet les dé- 
rivées partielles relatives à ce dernier système de variables. En expri- 
mant dans les deux ae la différentielle totale de T, on aura 


© Sone Due D (are B[Z an (Ju 
La fonction T étant homogène et du second degré par rapport aux g,, 
on aura 

2T = Len’ 
par suite, en prenant la différentielle totale 


201 = Da a 0Qn + + Dan D. gies PF Dre 
h 


L'identité (5) devient, en remplaçant le second terme du premier 
membre par sa valeur tirée de la dernière relation 


SP ees DéorneS[ Je BLL 


Remplacant enfin la différentielle oT par son expression relative au 
nouveau systeme de variables, on aura 


oT oT | 
DF] om+d [ape Je [a | 
h h 
—— Lin ALL + À gin dpn — Ke—™ de 2patie 
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En identifiant les coefficients de 6g, et Sp, dans les deux membres, 
nous aurons les relations 


© zr Lae ni 
Les équations (4) deviennent, en supprimant les crochets désormais 
inutiles 
À (eH pn) + ke“ py, + on = a 
ou, en simplifiant, 
(7) ts = eu, 


La seconde équation (6) peut s’écrire, en remarquant que U ne dépend 
pas des p, 


(8) Th = ekt 


Les équations (7) et (8) forment un système canonique. Appe- 
lons n le nombre des variables g; n aura la valeur 3 pour le mouve- 
ment d’un point libre, les valeurs 2 ou 1 quand le point doit rester 
sur une surface ou une courbe. Considérons l’équation aux dérivées 
partielles 


OV 
k 
pare ‘(T—U), 


où les g, ont été exprimés au moyen des p,, et-où les p, eux-mêmes 


’ La V LA ‘ad “ à 
sont supposés remplacés par ane Cette équation est à n+ 1 variables 
h 


indépendantes 4, 9,, Ja, ..., Gp et ne contient pas la fonction V. 
Abstraction faite d’une constante additive, une intégrale complete 
contient 7 constantes arbitraires ¢,, €,,..., e,, et si l’on a trouvé une 


telle intégrale 
V(E, Tw CRC ns Ets wees En )s 


les g, seront déterminés en fonction de ¢ par les équations 


Ov ; 
AY eens: (U=J,2,...,2), 


où les e’ désignent de nouvelles constantes arbitraires. 


a 


ce 


à à 
\ 
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3. Dans ce qui précède, la fonction U n’est déterminée qu'à une 
constante additive près. On peut vérifier directement que, si lon 
ajoutait à U une constante quelconque A, cette addition ne modifierait 
en rien les équations du mouvement. 

Prenons le cas d’un point libre, et rapportons le mouvement à trois 
axes rectangulaires. Ona 


T=t}(e7+¢7+2})). 


En introduisant les variables canoniques p, = ex, on trouve l’équa- 
tion aux dérivées partielles 
2 2 2 
cel + $e" ais + A = OM — eftU =o. 
CMS OL ore 0x; 
Posons V = e* W, où W est supposé dépendre seulement de x,, #2, %;; 
on a, pour déterminer W, l'équation 
dW? OW"? OW? 


I lar Tec 


(9) 


Si l’on connaît une intégrale complète W(a,, ds, D, Es, Eos €), il ré- 
sulte de la transformation précédente que les équations du mouve- 


ment sont 
OW _ 


kt 
CS == 
de; 


Zi (@=155, 3). 

Or la constante À qui entre dans U peut être modifiée à volonté en 
ajoutant à la fonction W de l’équation (9) une constante arbitraire, et 
cette dernière n’a évidemment aucune influence sur les équations du 
mouvement qui viennent d'être écrites. La même remarque s'applique 
sans modification dans le cas d’un mouvement sur une surface ou une 
courbe. 


4. Mouvement sur une surface. — Supposons l’élément linéaire de 
la surface représenté sous la forme habituelle 


ds? = E du? + 2F du dv + G do’, 


où E, F, G sont des fonctions connues des deux paramètres u et ¢. 


Dans la fonction 
T=1(Eu?+ 2Fu'e’+ Ge”), 
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il faut introduire les variables canoniques en posant 


Eu’ + Fe'= pe, 
Fu’ + Ge'=qe. 


On en déduit 
Tye 2Fpg + EQ? | ox 


Les EG —F 


L'équation aux dérivées partielles dont il s’agit d’avoir une intégrale 
complète est 


CONS one meee 
2 
(10) op tbe rs on — HU =o. 


Elle est à trois variables indépendantes; en posant, comme précédem- 
ment, V= e“W, elle se transforme en une autre à deux variables 
indépendantes, mais renfermant la fonction inconnue 


gaW? _,paW aW | , ow? 
Ou? du ov € Ov? 


a EG_F 


3k W—2U0 =o. 


Une intégrale complete de l’équation (10) avec deux constantes €, €, 
donne uw et s en fonction de ¢ par les formules 
ON, OVing 1 


=e A le 
de 2 de; 9 


Une intégrale complète de l’équation (11) donne w et ¢ par les for- 
mules 


bl en, PL = £5. 
de DER : 
5. Mouvement sur une courbe. — Si l’élément linéaire de la courbe 


est représenté par la formule ds? = E du?, où E est une fonction con- 
nue du paramètre uw, on trouvera de la même façon l’équation aux dé- 
rivées partielles 
ONE EEE ay 
ae iar == n ANR 
ot 2E du? 


— ekt U == OF 


ou, en posant V=e“W, 


1 dW? 


(12) ETS +2kW- 2U—o, 
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qui est une équation différentielle ordinaire à une seule variable. Si 
’ LA 2 + # # t = i rs » 
l’on a trouvé son intégrale générale W(u, e), l'équation qui définit le 
paramètre w en fonction de ¢ sera 
ow 


kt eal 
CURE 
dE 


Remarquons que le mouvement sur une courbe quelconque peut 
être ramené au mouvement sur une ligne droite. Prenons, en effet, 
Vare s de la courbe comme variable indépendante, et supposons que 
le potentiel U ait alors pour expression f(s). L’équation du mouve- 
ment sera 

2 
(13) DANS ETES 

Regardant maintenant s comme une longueur portée sur une ligne 
droite donnée, on voit que l'équation (13) définit le mouvement sur 
la droite d’un point qui serait sollicité par une force fonction de la 
distance du mobile à un point fixe de la droite, avec une résistance 
proportionnelle à la vitesse. 

Que le problème se ramène à l'intégration d’une équation du pre- 
mier ordre, c’est ce qui est évident sur l'équation (13), où é n'entre 
pas explicitement, mais, cette intégration supposée faite, on aura à 
effectuer une quadrature, tandis que la méthode de Jacobi, dès que 
l’on a intégré l'équation (12), n’exige plus qu'une différentiation. 


LP: 


Examen de quelques cas où l’on peut intégrer l'équation 
aux dérivées partielles. 


6. Commençons par le cas du mouvement sur une courbe, ou, si 
l'on veut, sur une ligne droite. Remplaçant s par x dans l’équation (13) 
du numéro précédent, nous aurons à examiner les cas d’intégrabilité 
de l’équation 


az dx 
(1) on AT RER 
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Nous avons vu qu’il suffit, pour intégrer cette équation, de trouver 
l'intégrale générale de l'équation du premier ordre 


dW? 


(2) ag a NERO 
l'équation 
OW 
ee eek 
(3) eM et 


donnant l’intégrale cherchée avec les deux constantes ¢, ¢’. 
Si l'on ramène, par le principe des courbes unicursales, l’équa- 
tion (2) à une autre ne contenant la dérivée qu’au premier degré, on 


aura ; 
dW _ sf) 
We i= 2k . 


L’équation en 0 


dé AGEN 
ay a a eel 


se présente sous la forme que j’ai étudiée dans un travail antérieur(‘). 
Les deux cas d’intégrabilité signalés au début de ce travail corres- 
pondent à l'hypothèse que f(a) est un polynôme du premier ou du 
second degré. 

La force qui sollicite le mobile est constante ou bien proportion- 
nelle à la distance. On peut, dans ce cas, intégrer l’équation (4) et 
vérifier, par un calcul qui n'offre pas de difficultés, que l’équation (3) 
donne bien l'intégrale générale de (1). Mais, comme cette équation (1) 
est linéaire et à coefficients constants, il est clair qu’il est préférable 
d'en écrire immédiatement l'intégrale générale qui fournira la solu- 
tion du problème. 

C'est ce qui arrive dans le problème classique du mouvement d’un 
point pesant sur une cycloide dont la tangente au sommet est horizon- 
tale. On peut ajouter le cas d’un point se mouvant sur une chainette 
et attiré par la base de la chainette proportionnellement à la distance, 
ou bien encore supposer que le point se meut sur une spirale loga- 


(1) Annales de l’École Normale, 3° série, t. VII. 


| 
| 
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rithmique avec une attraction du pôle proportionnelle à la distance, 


en admettant toujours une résistance proportionnelle à la vitesse. 


M. Appell (‘) a indiqué, relativement aux équations de la forme 
d 
(a) = y+y'9(2); 


un certain nombre de cas d’intégrabilité, soit qu’on puisse effectuer 
l’intégration au moyen de quadratures, soit qu'on ramène l'intégration 
à celle d’une équation de Riccati. Il a résumé les plus simples dans les 
quatre formules suivantes 


oe) = (x) = ae, p(æ)—=ax, QUI 


I 
6 
à établir ramène l’équation (a) à la forme (4). 


Le changement de fonction y = ; et un changement de variable facile 


We 


f(x) = b(4— 2) ou plus simplement f(x) = 62°. 


L'hypothèse o(æ) = <= répond au cas déjà examiné où 


L'hypothèse o(x) = ae correspond à /(æ) = bla. La force qui sol- 
licite le mobile varie en raison inverse de la distance. L’équation (4) 
est’ 

BOP ral be, 
dx 0 


Le changement de fonction 0 — 0, — #x la transforme en l'équation 


intégrable 

da 2G ka) 

ao, — b 
Nous verrons un peu plus loin que, quand la force varie en raison in- 
verse de la distance, la méthode de Jacobi permet d’écrire les équa- 


tions du mouvement pour un point qui reste dans un plan. Le pro- 


blème actuel en est un cas particulier. . 
Lorsque (x) =a, on trouve aisément f(a) = byx. La force 


(1) Journal de Mathématiques, t. V; 1889. 


Les so oS ea 
=e <7 
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. , . Chl eaten 
varie en raison inverse de la racine carrée de la distance. L'équa- 


tion (4) est alors 


do b 
dai oe CE 


ol = 


Introduisant, au lieu de 0 et x, une nouvelle variable 2, et une nou- 
velle fonction 0, définies par les relations 


= x, — ke, ra Ds 
’équati f l'équation de Riccati 
l'équation se transforme en l'équation de Kiccati 


caf ENT — KO 


DE ae 


b 


Enfin à l'hypothèse o(x) = _ répond /(æ) = a La force varie en 


raison inverse du carré de la distance. L’équation (4) est 


ado 7 CD 
deu DS, TINGED 
Faisons encore un changement de variable et de fonction défini par 
les formules 
I 0? 
6—=0, —kx, Po EE 5 
qui traduisent, comme dans les deux cas précédents, la méthode d’in- 
tégration de M. Appell. On obtient l’équation de Riccati 


di, _2bx, +6 
dz, DÉS TT TER 


Mouvement dans un plan. 


7. Supposons d’abord que le point soit soumis de la part d’un point 
fixe que nous prendrons comme origine à une attraction ou répulsion 
fonction de la distance. En faisant sur les équations du mouvement 


dx _dzx dU 
dt? at ae. 

dy dy — au 
[oz +8 dt — dy’ 


~ 


(9) 


| 
| 


— 
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la combinaison qui donne le théorème des aires quand # = o, on aura, 


- ou U : : ne. 
puisque x + = 75 est identiquement nul, l'intégrale 


ou C est une constante arbitraire. En coordonnées polaires r, 9, cette 
intégrale sera 


(6) r? dû = Ce-*tdt. 


En se servant de cette intégrale, on peut ramener le problème à 
lintégration d’une équation du second ordre. Multiplions les équa- 
tions (5) respectivement par a et y et ajoutons-les. On aura 


D a= 


dès ay i=, OU OU k OE dy 
de + RE An À 


Remplacons le premier membre par sa valeur tirée de l'identité que 
l’on obtient en différentiant par rapport à 4 


Nous obtenons ainsi l’équation 
Or age eee Pdr 
Pigs eas eee (= Ki a 
qui devient, en vertu de l’intégrale (6), 


C? 
ee LL iN ee t= 
(7) pay aed oli ra OO ae 9 


Si l’on a intégré cette dernière équation, l'intégrale (6) donnera 9 en 
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fonction de ¢ par une quadrature, et le probleme sera complètement 
résolu. | 

On voit que cette équation ne diffère que par le dernier terme de 
celle qui a été obtenue dans le cas du mouvement sur une ligne droite. 
On retrouve ce cas particulier en supposant que la constante C est 
nulle. 

Appliquons maintenant la méthode de Jacobi. Il faut trouver une 
intégrale avec deux constantes arbitraires de l'équation 


ON TRS OV? OV? : ee 
9 tic (és to) e/tr)=c, 


ou en coordonnées polaires 


OV 2 AV? p2Kct y? OV? — 
; + 7 PA Nue MIRE) teens or Os 


or ekt 


Cette équation peut être satisfaite en posant V= C0 + V,, où V, ne 
dépend que de r et ¢. Il suffira donc de trouver une intégrale avec une 
constante arbitraire non additive de l'équation 


OV 
Ot 


OV?  C? 
1 Line L Sask Nee 
+2e (G+) enti rice 0, 


(8) 


a ’ , * # * . 7 + 
Si l’on a trouvé une intégrale de cette équation V, (r, ¢, C, €) avec une 
constante arbitraire <, on conclura de la relation qui lie V à V, que les 
intégrales du mouvement sont 


OV, 
Os 
avi _ 
OKs 


! 


RE 


% rad 0, 


LA 


e et 0, étant deux nouvelles constantes arbitraires. La première de 
ces deux équations, qui ne contient pas la variable 0, est l'intégrale 

mec er »7 = 4 RES . £ 
générale de l'équation (7), comme on peut le vérifier, si on le veut, 
par la méthode suivie dans tous les cas analogues en Mécanique. 


ee ey 15 à, th) de ee à GA «ir à 
; re a eee 
ae 
yy oi. 
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8. L’équation (8), dont dépend toute la solution du problème, peut 
être ramenée par le changement de variable e~ = Az, à celle-ci : 


2 2 , 
NRA TE DCE 


LE = 
or? Ot: r? i 


Cherchons si, pour une détermination convenable de la fonc- 


~ tion f(r), Véquation précédente peut admettre une intégrale du pre- 


mier degré. Pour la commodité du calcul, appelons un moment x et y 
les variables r et ¢,, et représentons par p et ¢ les dérivées partielles 
de la fonction V,. L’équation aux dérivées partielles s’écrit 


F= p?—2q¢+2A=0, Acs 
Pour qu’elle admette lintégrale 
®>ap+fho+y=s, 


où a, B, y sont des fonctions de x et y, et ¢ une constante arbitraire, 
il faut que l’on ait identiquement (F,®) =o, en tenant compte de 
F =o, c’est-à-dire 


da 1 06 oy OA Ox ! 03 oy ROA pote 
P(e os ide 3) * Ow CRETE on) cor 


Remplacons q par ip° + Act égalons à zéro les coefficients des diverses 
puissances de p. On voit d’abord que 8 doit être une fonction Y de y 
seulement; on aura ensuite les conditions 


OX sw — GE el oe. OA oA RU ee 
qe a Se re me PE je SP ee ae 


Les deux premieres déterminent les fonctions « et y 


ee tail y 


= CAR DRE æY'-+ Y,, 


ou Y, et Y, désignent deux nouvelles fonctions arbitraires de y. 


LES 


% 


me, : 


_ La dernière équation Une alors, ow 


aux dérivées partielles 1 D St 


+ 


all ' LES . » 3 


| # 
devants ira à ss Ve V Vico. 


à 


Li 


4 


Pour nous borner, dans l' intégration de cette équation, à ce qui est 


relatif à notre problème de Mes nous allons chercher si elle — 
peut être satisfaite en déterminant ETES, dans la fonc- | 


tion 


re fla). 
k y? 


Le coefficient de C? doit être nul après que l'on a fait cette substitu- 


tion de A, car la fonction f(x) que nous cherchons doit être indépen- 


dante de C. Cela donne Ling, Lok ace doit donc satisfaire _ 


à l'équation 
PRES : an : 
Bl — ps [2 f'(@) +2 fle +iey V0. 


Prenons Y — y”, où m est une constante quelconque; on voit alors 
que les variables x et y se séparent dans notre équation qui peut s’é- 
crire 


tS 7 [a f' (x) + 2 f(x) M HUE = 1) (m — 2)æ? + yy — 0. 


On doit donc avoir, en désignant par a une constante, 


ke 
(9) (y@+o™ Max = f(x) — (me m1) (me — 2) ke + TE =o, 
prayed (S 
On en déduit par l'intégration 
ke 2(2—m) 
f(x) =— sn(m—2)kr + ba m. » 
Vi VE + ar, 


m— 2 
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b et a, désignant de nouvelles constantes arbitraires. On peut, du 
reste, supposer & = 0, puisque notre probleme ne dépend que de la 
dérivée de la fonction /(x). En nous rappelant la signification de 
la variable æ, nous voyons donc qu’il y aura une intégrale du premier 
degré, si la fonction des forces est une fonction de la distance du mo- 
bile à un centre fixe définie par l'expression 


2(2— 7m) 


f(&)=tm(m—-2)kfx+bx ™ 


L'hypothèse 6 = o correspond à une force qui varie en raison directe 
de la distance dont l'intensité à l’unité de distance peut être choisie à 
volonté, à cause de l’arbitraire m. Mais, dans ce cas, les équations dif- 
férentielles du mouvement s’intègrent immédiatement. 

Les résultats précédents comprennent en particulier un cas intéres- 
sant quand on suppose m= 2. Les équations (9) deviennent 


f(x) + ee Y,=— 


On en conclut 
J(æ)=— Patz, Ya=—aly. 


Il yadonc une intégrale du premier degré lorsque la force varie en 
raison inverse de la distance. Achevons complètement l’intégration 
dans ce cas. L’équation 


C? 2alx 


(10) ne N'a ya =. 


admet une intégrale du premier degré. On a ici 


Y — ya Y, == 0, Nig = aly, 


2 


Z cn 
has 2, b=, Ve aly, 


L’intégrale du premier degre est 


9 


GET 
(11) SP I Eten ely rl 


~~ 


ap e+ aalZ 28h me 


On Ju immédiatement l'intégrale qui est 


—i+af 2-2 CETTE } 
EH J “4 


nes maintenant aux variables primitives 7 et 2. 
L’équation (8) du n° 7 


. +4e“* feu +) + Mactir=o 
admet l’intégrale 
et nt f (he yet = prets [A / as sat — Eau, 
où l'onaposé | 


(12) ; _ ues fret, 


Le deuxième et le troisième terme ne donneront aucun résultat quand 


Ceres, ‘ce dt ce 
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on prendra les dérivées par rapport à e ou par rapport à C. Les inté- 
grales du mouvement pour un mobile sollicité par un centre fixe en 
raison inverse de la distance, et soumis à une résistance proportion- 
nelle à la vitesse, sont donc 


—_Kett du — &/ 
RE 
VÉRITÉ . 
u? 
I 
Po du 
— C | a5 6, 
C2 
VÉRETEE 
ke 


u étant défini en r et ¢ pour la formule (12). On peut vérifier sans dif- 
ficulté que la première équation est, avec deux constantes arbitraires 
e, e’, l'intégrale générale de l'équation (7) où f(r)— — A’ alr, Quant 
à la deuxième équation, si on la dérive par rapport az, on retrouve 


l'intégrale 


9. Nous avons ramené, dans ce qui précède, l'intégration du mou- 
vement d’un point sollicité par une force centrale fonction de la dis- 
tance, et soumis à une résistance proportionnelle à la vitesse, à la 
recherche d’une intégrale complète d’une équation aux dérivées 
partielles. Cette équation du premier ordre est du second degré par 
rapport aux dérivées partielles, et les termes du second degré forment 
un carré parfait. Il est bon d'indiquer que ce problème peut être aussi 
ramené à une recherche de lignes géodésiques. 

L'équation (11) du n° 4, quand le mobile se meut dans un plan, 
devient 

OW? OW 


ae akW—2U=0. 
ax? az Oy he Lease 


En coordonnées polaires, cette équation s'écrit 


2W? row ee FRY cess 
dr? 72 one EN VAN ET 
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On peut faire disparaitre la fonction inconnue par le procédé ordi- 
naire. Soit T(r, 9,W) =o une intégrale quelconque de l'équation 
précédente; la fonction T satisfait à l’équation 

at oT? oT? | 


apr TOP LR Ws CN vera 


On peut la vérifier en posant T= 40 + T,, où T, nè dépend que des 
deux variables r et W, À étant une constante. L’équation en T, est 


AE le LIL ae 
rs +27 [AW —f(7)] sepa + #0. 


Avec les notations habituelles, et en désignant par æ et y les variables 
ret W, cette dernière équation s’écrit 


h? 
p+ atky —f (ag + =o. 


Le problème revient à une recherche de lignes géodésiques; mais il 
paraît difficile de mettre en évidence des cas d’intégrabilité de l’équa- 
tion précédente. 


10. Reprenons maintenant le probleme du mouvement dans un 
plan, mais sans supposer que la force qui sollicite le mobile est une 
fonction de la distance à un centre fixe. Il faut, d’après ce quia été vu 
au n°? 4, trouver une intégrale complete de l'équation aux dérivées 
partielles 


(12) F=p°+qg+2ks—oU—o, 


s désignant la fonction inconnue. Il est naturel de chercher si l’équa- 
tion peut admettre l'intégrale du premier degré 


®=ap+6q+s5+y=C, 


où nous supposons que «, 6, y sont des fonctions de x et y et que C 
est une constante arbitraire. I] faut exprimer ici que l’on a [F, ®] =o 


, 


RETENUE CNET TU PRE 
Fr NE 
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et cette dernière équation, qui ne contient pas z, doit être vérifiée 
identiquement, quels que soient p, g,æ, y. La condition développée 
donne 


06 Oa 0 0 
AE * + Sh +p)+a(r +4 + ) 


On devra donc avoir 


dx 08 da FR A 
Oz SRE} 1. dy Oo, Ten 
AT dy - OU = SOE. 
ar ret. or opt 
op 
Pour que la fonction y existe, il faut que l’on ait oy = 5, ° En rappro- 


chant cette condition de la deuxième, on voit que - et = doivent étre 


nulles. En désignant par a et b des constantes, on doit avoir 
k 9 
t—A4—X, B=b—Yy, yor (e+ y*) + kaz + kby. 


La fonction U doit satisfaire à l’équation 


ou 
Yay — 


U 
oe + (b 


(a —x) 


On peut maintenant, par un simple transport des axes, supposer 
nulles les constantes a et b. La fonction U doit être alors homogène et 
du degré zéro. Ainsi l’équation 


(14) Drag + aka —af(Z) =o 
admet l’intégrale du premier degré 

LES 
(15) PE RAY =F he + y?) = C. 


La fonction U est fonction de l'angle 9 en coordonnées polaires. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — Aout 1893, 32 


te 12 ne se th La force qui sollicite le reiki 


“<4 | vecteur. PARLE LS Does 
eye En PEEL equations (14) eee 22 ve A 7 


en: 


s[e+e-fetni] En 


ere fee no] avr 
q=- . 


#1% à 
5e 


R= aa LEE EN Lol Ro er = 


K La recherche d’une intégrale complète revient à à l'intégration de 
Ne l’équation aux HUE totales — > OLE 


: dz = p dx + q dy. 


~ 


Pour effectuer cette intégration, posons 


Sar COS MN PT Sing, f(tangd) =F (6). 
L'équation à intégrer est 2 | 
LS. te — kr dr = VR d6, 
où l’on a maintenant 
| R= 2r?F(@) —(C—tkr*)?— kr?z — 2Cs — :?. f 


Faisant d’abord l'intégration par rapport à 3, et désignant par ® (0) 
la constante d'intégration, on aura 


s—rD(0)—C—1krt, 


hs | 
% Il faut maintenant exprimer que le carré de % ; est égal à R. En fai- | 
: sant ce calcul, on constate, comme cela doit a que r disparait, et la | 


MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL, ETC. 291 


fonction ® se trouve déterminée par l’équation 


| di 
(16) me + PH 2B +24c. 


Ces résultats s'appliquent encore lorsque 4 = 0, c’est-à-dire quand 
il n’y a pas de résistance. La difficulté analytique est la méme; elle 
consiste dans l’intégration de l’équation (16). C'est à cette équation 
que l’on ramène la recherche des lignes géodésiques des surfaces spi- 
rales; on ne sait l'intégrer que dans un nombre très restreint de cas. 
Je me propose d'indiquer, dans une autre occasion, quelques formes 
de la fonction F, pour lesquelles l’intégrale peut être exprimée sous 
forme finie. 

Si l’on veut que le probleme de Mécanique, comportant une résis- 
tance proportionnelle à la vitesse, se résolve par des quadratures, il 
faudra que l’équation (16) s'intègre quelle que soit la constante arbi- 
traire qu’on ajoute à la fonction F, et cette condition rendra plus rares 
encore les cas d’intégrabilité. 


11. Lorsque le mobile est assujetti à rester sur une surface dévelop- 
pable et qu’il n’y a pas de force autre que la résistance, on peut tou- 
jours trouver les équations finies du mouvement. On sait que l’on 
peut déterminer deux variables w ets, telles que l’élément linéaire de 


la surface soit 
ds? = du? d¢?. 


L’équation aux dérivées partielles 


oW? > oW? 
du? Ov? 


+2kW=o 


admet une solution de la forme 
We fe pr) 


les fonctions fet 9 étant déterminées par les équations différentielles 


df? " Coen ea 
aaa 2hi =o; aap? aos 
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on en tire 
k 
fo—S(utey, =; (+). 


On en conclut que w et » sont donnés en fonction du temps par les 


relations 
u+e—e'e"",; : p+e—s,eT#, 


avec les quatre constantes arbitraires €, ¢’, &,, €,. 


SUR UNE NOUVELLE MANIÈRE 


D ETABLIR 


LES RELATIONS ALGEBRIQUES 


QUI ONT LIEU 


ENTRE LES FONCTIONS HYPERELLIPTIQUES DE PREMIERE ESPECE, 


Par M. F. CASPARY. 


Les méthodes profondes et ingénieuses que M. Hermite a créées 
pour l'intégration de l’équation de Lamé m'ont conduit, depuis 
quelques années, à mettre en lumière les liens étroits qui rattachent 
les fonctions thêta d’un nombre quelconque d'arguments aux quinze 
éléments d’un système orthogonal. 

Je comprends sous ce nom les neuf coefficients a, (M, n —1, 2, 3) 
d’une substitution orthogonale à déterminant + 1 et les six quantités 
différentielles 

Ph=— (air Ay) + Qir das + asx das), 


Pr — ax dan + Ar: dar + Ars dass, 


où A, 4, 1 désignent les indices 1, 2, OAONIMTNINMIT 2. 

Dans un Mémoire, inséré au Tome VI du Journal de Mathématiques 
de M. C. Jordan, j'ai déduit, des identités algébriques et différentielles 
qui ont lieu entre les éléments inns Pas Vas la théorie des fonctions théta 
et sigma d’un seul argument, ainsi que la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

Dans ce Mémoire je me propose d’aborder, d’une fagon analogue, 
l'examen des fonctions hyperelliptiques de première espèce, en y éta- 
blissant les relations algébriques qui existent entre ces fonctions. 
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Je prends, comme point de départ, la définition des fonctions hy- 
perelliptiques, aussi élégante que générale, que l’on doit à M. Weier- 
strass, et j'en tire immédiatement, au moyen des identités (3,) qui 
expriment les différentielles da, par les p, et v;, le théorème que les 
quinze fonctions hyperelliptiques de première espèce sont propor- 
tionnelles aux quinze éléments ay», Pr, VA (n° Let 2). Des deux sens, 
en lesquels ce théorème fécond s’emploie, je ne fais usage, dans ce 
Mémoire, que d’un seul (n° 3). 

En désignant par r,, &, les facteurs algébriques des quantités p,, v,, 
je déduis, dudit théorème, d’abord les relations linéaires entre @,,,, 


Tp» Sas puis j’exprime les carrés a, t;, @, les uns par les autres © 


et ]’établis, enfin, les relations entre les carrés et les produits de ces 
carrés (n° 4, 5, 6). 

Pour comprendre d’une façon synoptique et simple ces dernières 
relations, je remplace les fonctions a, 7, @, par les fonctions 
gij(t,J = 1, 2, 3, 4), et je montre que ces seize fonctions, arrangées 
comme il suit 

is ais sis Gus 
i2s Jars 325 J42 
Wis Jas, 335 us 


Fins ous sus Waa 


forment les seize coefficients d’une substitution orthogonale à déter- 
minant positif. En empruntant, d’ailleurs, pour cet arrangement, de la 
théorie des déterminants, la notion de mineur, je montre, de plus, 
que chaque fonction g;; s'exprime d’une façon linéaire par les trois 
fonctions telles qu’elles sont placées dans les trois lignes ou dans les 
trois colonnes du mineuradjoint. Les neuf constantesa,,(m,n—1,2,3), 
quientrent dans ces relations linéaires, forment elles-mêmes les neuf 
coefficients d’une substitution orthogonale à déterminant + 1, et s’ex- 
priment, au moyen des cinq constantes a,(u. = a, B, y, à, e) dont dé- 
pendent les fonctions hyperelliptiques, par les valeurs particulières 
que prennent les fonctions g;;, si l’on égale leurs arguments à deux 
constantes a, (n°7 et 8). 

Aux relations que je viens de caractériser, je donne le nom de 
relations rosenhainéennes, et j'en déduis d’autres, que j'appelle rela- 
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tions gôpeléennes. Ces dernières mettent en évidence que chaque fonc- 
tion g;; s’exprime aussi, d’une façon linéaire, par les quatre fonctions 
telles qu’elles forment, dans l’arrangement précédent, les mineurs de 
second ordre (n° 9). Ce même arrangement, base unique et lien com- 
mun des recherches que l’on va lire, conduit, de plus, à distinguer 
les systèmes rosenhainéens de caractéristiques des systèmes gope- 
léens et fait établir, d’une façon très concise, les types différents des 
uns et des autres (n° 10). En remplaçant ledit arrangement de seize 
fonctions par un arrangement correspondant de seize points ou de 
seize plans, j’examine, au moyen des principes dus à Cauchy et à 
Grassmann, quelques-unes des propriétés nombreuses dont jouissent 
ces points et plans, et je jette un coup d'œil rapide sur les problèmes 
de Géométrie, de Mécanique et de Cinématique auxquels elles sont 
liées (n° 11). Enfin je montre que toutes les relations, établies dans 
ce Mémoire pour les fonctions g;;, deviennent, au moyen de huit quan- 
tités a;, u;, identités absolues, et que l’on peut composer, par consé- 
quent, d’une infinité de manières, des fonctions g;; d’autres fonctions 
qui sont liées par les mêmes relations que celles-ci. De 1a on conclut 
que ces relations ont lieu pour une échelle infinie de fonctions (n° 12). 


1. Définition des fonctions hyperelliptiques de premiere espéce. Rela- 
tions préliminaires. — Si Von désigne par s,, 2 des variables et par 
À: Gor Ay, Gy, As, à, des constantes, les fonctions hyperelliptiques 
de première espèce sont définies, d’après M. Weierstrass, par les ex- 
pressions 


Py = V(s1— au) (52 — Au.) » 


CON A 51 — Sq L(S1 — Au) (Si — ay ) NS eee ay,) (S2 — @y ) 


(Py V= Hy B, y» d,€; BAY), 


où les indices a, 8, y, à, e désignent, dans un ordre quelconque, 0, 1, 
2, 3,4, et ou 


R (sx) = Ay (Sx — 4) (Sy — @) (Sx — Gy) (Sy — a3) (Sx — a, ) (x, 2). 


Ces quinze fonctions P,, Py, sont liées entre elles par des relations 


a 
. 


> 


nae 


(By) + Ga+ (a8) =o, | 
da(By) + ag(ya) + ay(aB)=0, ACTE 
_aà(By) + af (ya) + aÿ (ab) = — (aB) (By) Ga) 


où (By), (ya), (a8) désignent les différences ag — ay, a, — da, a, — ag, 
on tire immédiatement les relations : 


(1) (By) Pa + (ya) PR + (aB) P? =— (a) (By) (ya), 

(2) (By) Pès-+ (ya) P3s+ (a8) P2a= — Ao (a) (By) (ya) (de), 

(3) (By) Pa Pos + (ya) Ps Pgs + (a8) Py Pys=o, 
(4) (By) Pac Pas + (ya) Pg: Pgs + (a8) Pye Pys = 0; 


et de méme on déduit, de la définition des fonctions hyperelliptiques, 
les équations 


(5) | Pas Pye — Poe Pys =— Ao(By) (de) Pa, 
(6) Ps Pye— Py Pee = : (By) Pas, 
(7) Pas Pgs — Pace Pge = — Ao (de) Pa Pg. 


A ces formules bien connues (') et à celles qui en découlent par 
des changements des indices, on peut donner une forme très simple, 


si l’on introduit (*) les neuf coefficients a,,,(m,n—1, 2,3) d’une 


substitution orthogonale à déterminant + 1. 
En effet, si l’on désigne par e,, e,, e,, e', e” des unités positives ou 
négatives, liées par la condition | 


eee e = HT, 
ET RES ee OT COE Ae AT RE Se EN De à 


(1) Voir Weïersrrass, Theorie der Abelschen Functionen, § 3 (Journal de Crelle, 
t. LIT, p. 318-399). 


(*) Voir Weer, Anwendung der Thetafunctionen zweier Veränderlicher auf die 
Theorie der Bewegung eines festen Kérpers in einer Flüssigkeit (Math. Ann., t. XIV, 
form. (4), p. 190, et form. (24), p- 196). — Brioscur, Sulla teorica delle funzioni iperel- 
liptiche di primo ordine (Ann. di Mat., serie Il, t. XIV, p. 248). — Caspary, Zur Theorie 
der Thetafunctionen mit zwei Argumenten (Journal de Kronecker, t. XCIV, p. 78). 


7 


(1) 
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et si l’on pose 


ay — wet =P, ay, — PS CA RD az, — de = = 
VaBVay VaB Vay VAS (02) Va Vay VAS (0e) 
12 — ue ss Pg A= - ae Pgs sn = te 
= 77s ja Lf 22 — | = , 32 — — 

iV a8 By ivaB VE VA CS © Va By VAE) 

CA e!e ele. 

13 — ere | ; A, ee eee Pup, A3 = 3 
vay VBy " VayVByVA GS ©? ary VBy VA UE) 


(i=V—-1, Va =Vau— a), 


où les racines carrées sont prises avec le signe positif, les quantités 
Anp(M, 2 = 1, 2,3) satisfont, à cause des formules (1), (2), ..., (7), 
aux équations 


2 9 9 
Amy Ans À Ans =i, 
(re == 5, 2,0) 


Ay Amy + ia Ame + Ars ms = 0; 


(3) Uh = Air 4317 — Ask Lots h, k, t= 1, 2, 33 
Aap — Ask G41 dix F315 25 3, 1; 
Ash = Ak ai — or A115 3,00, 2; 


qui mettent en évidence que les quantités a,,, forment les neuf coeffi- 
cients d’une substitution orthogonale, dont le déterminant est égal à 
l’unité positive, 


2. Introduction des quantités différentielles p,, v,. Leurs expressions 
par les fonctions hyperelliptiques. Théorème. — Sur les quinze fonctions 
hyperelliptiques de première espèce qui existent, neuf sont liées, au 
moyen du système (I), aux neuf coefficients a... Pour faire paraître 
aussi les siz fonctions qui restent, j'introduis les six quantités diffé- 
rentielles py, ¢, définies par les expressions 


Pra — (@ir day) + dar dag) + ask dass) = (ar day + Ay) dair + 3, dasx), 


Cp (ax dan + Ap dan + Ags d@rs) =— (An dam + an da ya + A13 days). 


Je vais démontrer que ces quantités sont proportionnelles aux fonc- 
| | gt at. 
tions Pgy, Pyu Pug. Pac, Pes Ps; résultat que j'ai établi, sans en donner 
Ann. de l’Ée. Normale. 3° Série. Tome X. — Aout 1893, 33 


> 
I AEs 


Poe, 


Pye, 


Ne la a tabun dans ht Nate! qu i 
-——_ senter à l'Académie, le 28 juillet 1890 ("). 
_ ; Comme on a, d’après la définition, 


Pav (5— ay) (sep) : (u=a, B, y), # He à 


on trouve, en différentiant, 


a: 


par conséquent, au moyen de l’égalité 


LR Cat day, — Azz day, — Ars days, + 
ae ÿ | on obtient = i. <a 
1€ = e'P; 
= \ \ FR ; P 4 
4 où Ÿ est égal à l’expression | j ) 
ar ; | VR(s) = VR(s2) Rene 2 
LA (S1— Ga) (Si— 43) ($2 — Qu) (s3— a2) (aB) (ay) Ay (de) 
«| — VR(s,) a VR(s) | [SS@Ssecen de) 
(5S; — ag) (51 — a) Gras) ai)] | (By) (Ba) VA, (de) 
+| VR(s,) AVR) | Fee me 
(S1— 4y)(si— a5)  (s2— ay) (52 — a) (ya) (yB) VA (de) E 
Au moyen de l'identité 
5x — Ay . Sx— AB SE 
(a8) (ary) (s— aa) ~ (By) (Ba)(s,— ag) > (ya) (78) aa ay) 
A SN El Sim Sx 3 
4 Ga) ag) (= ay) ant 
A la quantité Y prend la valeur 
a pa ht) [ladda , (a ads 
“1800 VAo(de) VR(s) VR(s2) | 
à | 
(1) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. CXI, p. 225. | 


par Péchange de Sete, 
te" A 
Vs 9 


_ . VA (de) 


P: (dw, — & dw). 


=; - 
ee dx Pi— A (Pk=— dns Ash Var " : 
Adan = sr Pi— Au Pr = — Ash Vi + UNM, hs 
| dan = 3% Pi — AsiPr = — Mina + A2n"1 À = 
(ER C1, 2, 3; D A ey 


En prenant h — 5, ona d’abord PRE 5 


Aday3 = — 2303+ Ass Va 


(de) dPy =— D Pa(dii— ae id cad) 
Si l'on y remplace 5 par «, et e par B, on à 
a) (a) dPy=— Pay Pa(dors — a ds) + Pey Pg (de, — adv) 
a ou, eu égard aux expressions (1), 


ean Vay VB dass 


es y . 7 =— aye Vay Pay (devs — ap dove) + + Ayo Lea VBy Pay ( (dw,— as dw»). 


Or on a identiquement 


dai3= An Pa — Aie P13 
# . 


“4 ” 
é ras : yy 
me oe es - 
D : - ee 
i RARE LIST 
m a2 wo = as = lee 
2 PU oO =e se AP 


LE stem 


‘ aed 7 | 1 } = ca” 

= lee a ee ain). 7 F 4 : | à 4 
> = 

b 


De plus, si l’on schiaoe: dans I’ expression AV), y et ay on ol tient 
%, LA ë # 


= 


(Iv) (By) dPa= Pay Py (dw:- — 4B dw.) — Pas PAGE ad) 


ou, d’après les expressions (1), 
— le; es 


— Pag (dw, — ay dw.) — a43 pa. 
VayVBy | 


day, = ay 


Or on a identiquement 


day, = 442 Ps — 43 Pr} Wir < 
donc 
— lee D ; 
P3— Pug(dw,— ay dw,). 
Vay VBy S 


Pour obtenir enfin l'expression de ¢,, j'emploie la deuxième iden- 
tité (3,) pour k=1, k= 2,1=3, savoir l'identité 


Ay, = Ags Pa — Azz Pr = — Ay Vi + is M36 
En y substituant les valeurs de @,,, @s», @23; Po, Pas @ii, ay, V3, on a 


(V) (By) dP a= (Pay Pay — Pag Pegs) dw, — (ag Pay Psy — ay Pag Peg) dws, se 


et 
AP a3 = tee" Paco, + Ap Pg Ps(dw,— a: dw:). | 


En égalant les deux valeurs de dP,s, et en ayant égard à la formule 
Pay Pay — Pag Pig — Ao(By) Pa Ps, 


qui découle de la formule (7) si l’on y échange § et 3, ainsi que yet e, 
on trouve d’abord 


tele" (By) Pac = [(eB) Pay Pay + (ye) Pag Pag] dire. 
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Or on a, d’après la formule (4), en y échangeant « et €, 


(By) Pac Pôe + (ye) PagPsg+ (8) PayPsy= 03 
donc 
9,— tee" Ps. dw. 


Ceci établi, on a, en réunissant les expressions trouvées, 


— Lee 


RE Wor a eae Ay dw), v,—=te'e" Pee dws, 


— @3€ te” À 
(11) Pa= — "= Pay(dw,— ag dw:), pra. P.(di adm), 
D IN le Go 
— lee; e’ Ay 
= ——— Pyxe(dw,— ay dir, ); Ma ———— P3(dw,— a, dw). 
Ps Vay By ap( ary y dw2) 3 AGE) a(¢ 1 ce dw:) 


Si l’on appelle les quinze quantités a,,(m, n —1, 2, 3), Pras 
9,(h =1, 2, 3) éléments d'un système orthogonal, les relations (1) 
et (IT) peuvent être énoncées ainsi : 


Tutorime I. — Les quinze fonctions hyperelliptiques de première espèce 
sont proportionnelles aux quinze éléments d’un système orthogonal. 


3. Emploi du théorème précédent dans deux sens. Conséquences n- 
médiates. — Le théorème que je viens de démontrer forme la base de 
toute la théorie des fonctions hyperelliptiques de première espèce 
ainsi que de leurs applications, et s'emploie dans deux sens. 

D'une part, on en déduit, au moyen des identités (5), (3) et de leurs 
conséquences, toutes les relations qui ont lieu pour les fonctions P,, P,,. 

D'autre part, par simples changements des indices pu, v, le même 


- théorème fournit les équations algébriques et différentielles dont les 


unes sont les intégrales des autres et auxquelles doivent satisfaire les 
éléments Amn, Pas x pour être exprimés par les fonctions P,, Puy. 
Apres avoir appliqué, dans ce second sens, le théorème précédent 
dans une Note récente (!}, je vais l’employer, dans ce Mémoire, uni- 
quement dans le premier sens. Cependant, comme les relations qui 
ont lieu entre les fonctions P,, P,, sont très nombreuses, je me borne 


(2) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. CXII, p. 1305; 8 juin 
1891. 


i 


‘ 
> & 
= 


; 
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à celles qui sont algébriques, et parmi ces relations je laisse de côté 


celles. qui sont liées à quelques surfaces du quatrième degré ('). 
Avant d’entrer dans les détails de ces recherches, je tire encore, du 


théorème I, quelques relations qui en découlent immédiatement et 


qui complètent les relations (D) Co poe | 

Les quantités différentielles p,, #, sont liées entre elles par les iden- 
tités 
(34) 


Ph din Vi + Aon Va + Ash Vas 


: j (REVERS, 
Pr = du Pi + An2P2 + AnsP3s 


qui se déduisent de la définition des quantités p;, v, (n° 2), au 


moyen des identités (5), (3,). Par conséquent, on a, pour A=1, li- 


dentité 
05 = Ay, Prt U2P2+ A3)P35 


si l’on y substitue les valeurs de @,,, &,,, @,3, ¥15 Pr» Px» Pa» établies 


dans les expressions (I) et (IT), on trouve, en égalant les facteurs 


de dw, et de dw,, les relations 

PaPey PePra PyPap __ 
(aB)(ay) * (By)(Ba) * Cay) ? 
aaPaP8y z ag Pe Pyax cs ayPyPaug 
(aB)(ay)  (By)(Bx)  (yx)(76) 
D'une façon analogue, on tire, de l'expression de ¢,, les deux relations 


PasPey PPye PyePas 

te =—A Es 

ie (ap yay) ~ (By) (Ba) * GyaytyB) — Fe 
GaPoëPey  apPgsPya | ayPyePas 


(aB)(ay) * (By)(Bx) * (yay(7B) — 


De l’expression de p,, quand on y égale les coefficients de dw,, on dé- 
dnit, de méme, la relation 


(12) (de) Pa Poe + QPausP5— a5PasPe= ax(de)Pgy. 


(8) 


(9) =; 


(11) — A,asP-. 


Si l'on élève au carré les quantités p, ou ¢,(h=1, 2, 3), on ob- 
tient, au moyen des identités (3) et (5,), l'identité nouvelle - 


Pit P+ pi= v7 + v2 + 92. 


(1) Brioscut, Ann. di Mat., serie Il, t. XIV, à partir de la page 250. — Casparyr, Bul- 
letin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XV, p. 308-317. 


OEE 
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En y substituant les expressions établies par (II), et en égalant, dans 
les deux membres, les coefficients de dw;, 2 dw, dw,, dw,, on trouve 


Rey ee Pe Pins ABE AP 

(aS) (ay) (@B) (By) * Cay) (By) (ae) (3e) 
r au Pôy _ æpPa ayPés A, as PÈ AoaePi 
(14) (aB)tay) (eB) (By) * (ay) (By) Ce) (de) 
DDR 4. ait, | atPig oeil? All 
(9) (By (ay) (a) (By) * (ay) (By) — (es) eee 


4. Définition des quantités tr, &,(k = 1, 2,3). Relations entre celles-ci 
et les coefficients Any(M, n= 1, 2, 3). Relations entre les carrés 7), et &;. 
— On peut donner aux relations précédentes une forme nouvelle et 
remarquable, si l’on introduit les quantités =, et SARL 20); 
définies par les expressions 


T, = ——— Pry, Dysie 6 Pe. 
Vas Vay 
ec te” Ay 
VI o— j= — P > (ones —— — 
Bay Vas By ” * VASCE) 
16e ra e' Ay i 
= abs a = — + o 
vay VBy V Ao (0e) 


: Au moyen de ces quantités, les expressions (II) prennent la forme 


Pr Ti(dWi — ander), V1 = Di dtp, 
Pa Ta( dw — agdw:), Pa = D (di, — agdw2), 
P3a= Ta(dwi— ay dw:), pa = w;(dw,— a, dw»), 


et les identités (5, ) entrainent les relations suivantes : 


T= du Do + 43183, O = ya a + Mot A13T3, 
(VID) To = A2 Do + 43203, Di Ag, Ty + Goo À 493% 35 
Tes = 22302 + 43303, W3 = 31 Mi + M32 To + A337, 
et 
Oy Ty — O1 AG Ay Dot Ae 431 Ws, — Wy Ay. it AB A2T 2+ Ay N37, 
(VIIL) € apte — 201+ Ap Ag, Da + Ae A32 Bs» Ag Da Ay. Ag, T+ ABA Ta + Ay 2373; 


Ay T3—= — 413017 Ag Ass D + Ae 433035 Az D3 Ay 131% + CB A32T at dy C3373. 


> 2- 7 40 PR eal ’ A oe oe 
Dès lors résulte PEYRE CRUE RAF 


(IX) 


a,r;, et si l’on multiplie les unes par a,7,, ... ou les autres par, .…., ya 


dit dy2T2 + L3T3— 0, aD (COLA Dit (¢ 
{ (ad) gy T1 + (BO) dag T2 + (79) A13T3— Oy A420, + (COPA (f DE 


(ae) ay T1 + (BE) sata + (VE) A33T3— 0, di3Di + (78) es Wee Ge HE Be f 
"EE 


» , 11% a = ve + 
Si l’on élève au carré les expressions de 7,, 7, 7 et de AT, 5 A2 + 
RE. 
on obtient les relations D 

f -mi+ nmi+ ri w+ wi, 
(x) = AyTi + ART + ayT; = AD? + a:0}, 
ayn + ait +airi= Bj + aim; + aiv;, 


qui représentent, sous une forme nouvelle, les relations (13), (14), 
(15) du numéro précédent. En ajoutant ces relations, apres les avoir 
multipliées, respectivement, par aga,, — (dg+ ay), +1; aan 
—(a,4- dz), +1; 4,43, —(a,+ ag), +1, on trouve 


(a8) (ay) ei = wi + (Bd) (yd) wz + (Be) (ye) w;, 
(XI) _ ) (By) (Ba) m3 = wi + (78) (29) mi + (ye) (as)mi, 
(yx) (y8) 23 = ©? + (ad) (80) 63 + (ae) (Be) 03; 


et, par conséquent, 


w} = (ad) (ae)? + (80) (Be)m3 + (yd) (ye) m2, 
(XII) (&)mi= (ae)n?+  (Be)nè+ : (ye)R?, 
(d)m?— soils re (Bd)ri—  (yd)r2. 


5. Expressions des carrés a, par les carrés +; et w,. — D'après 
l'identité 
at, + a+ at, — I, 
ona 
(16) | E Ay(deyP3+ Pas — Pic Ao(%B) (ay) (de), 
ou, en y échangeant à et 8 ainsi ques et y, 
Ao(By)Pa= Ao(ad)(xs)(By) — Pag + Par. 


De cette relation et de deux autres qui en résultent, si l'on y rem- 


oo het ft te 2. 
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place les indices a, B, y par.B, y, «; y, «, B, on déduit immédiatement 
les expressions 
|” yee Cae) « Tr? 


m 
= (aB)(ay) " Alay) | Aya)’ 


2 
Gis 


| = (By)(Ba)  A(Ba) ~ Ay(By)’ 
, _ ()(E) #2 mi 
F3 (ya)(y6)  Ao(yB)  Astya) 


D'une façon analogue on tire de l’identité 
di + die + Gil) 


ou de la formule (2), si l’on y échange « et 6, la relation 


(2*) (By) P33 = Ao(By)(B0)(y8)( ae) — (yo) Pas + (80) Pay; 
donc 
2 — (22) (B8) (78) (Bo)n? (ya) my 
2-— (aB)(ay)(de)  Ag(ay)(de)  Ag(aB)(de)’ 
2 —_ (Be)(y9) (ae) (y9) "3 (ad) Tt 
ee a (By)(Ba)(de) + Ay(Ba)(de) + AB)” 
, __ (y2)(ad) (83) (0d) 7? (83) 73 


@23= Cya)(yB) (oe) Bo(yB)(oe) Ao 7%) (SE). 


Si l’on échange, dans ces expressions, à et ¢, on obtient les expres- 
sions pour @;,, G35, @3,- 
_ Pour exprimer, de même, les carrés a}, par &;, je change, dans la 
formule (1), 8 en 6 et yene, et, dans la formule (16) dé ce numéro, 
a en detene. Alors on trouve 


pire (ad) (ae) (ad) aw? (ae) w3 

a (ep ytay) As(aB)(ay)  Ao(aB)(ay) 

, (ae) (BE) (ye) wi (ae) w? | 

(XIV,) Ai — (aB)(æy)(d)  Ao(aB)(ay)(d)  Ao(aB)(xy) 
(ad) (Be) (ye) wi (ad) w? 


2 — atte : 
F1 (aBy(ay)(de)  Ao(aB)(ay)(de) — Ao(aB) (ay) 
et des lors résultent les expressions des coefficients a;,, a3,, @5,; 
cod, 2, 61.1 On remplace «, B, y respectivement par TE 
Yr @ B. 
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hf; 


6. Conséquences. Relations entre ie ene ae t ue 


a?,, x2, 2. — Les relations précédentes entrainent d ’autr 
nombreuses et très importantes. Pour en aborder l'examen, ] 


aux Bag on (XIII, ) une forme plus simple, en ee pour abréger, 


“ys 
(By)=m, —(ad)(ae)=m, (14 
(ya): = Mes — (60)( Be) an TR 


(a8) = mas —(78)(ye) =; 
alors ces pat prennent la pore suivante : 


| AMG se À Rai Mai + Maé 
(XU, ? Aym3m, C= À la — MAT + M317, À 
Aym,m,a?, = Ayn3— Mani + MT. 


Si l’on élève ces formules au carré etqu’on les divise FéPpEGRMEN ES 
par PM, MM los m,m,N;, on obtient par addition 4 


A5 
= ——*— (Mir; + Mol M3723) 
Mi Ms 
Mola + Mas 4. Mals + Mail , Mall + Male 


M No y ë Mo N32, x Mz Ny Ne 


+ 
3 


2 
— ——— (Ra N3TÈTÈ + NU TÈTI + RRTÈTÈ). 
Ny Ng Ns - 


Or on tire des relations (XIII?) immédiatement l'identité | 
MU Mo Ms = Mal + Male + Malz; 
La ‘, LA . 
par conséquent, le second membre de la formule précédente devient 


A TMs My m3 1M, Mi Ma I 

0 + t+ —— 13+ —ni ) — ——— (nr? + nm + n,72)?: 
n 

; Ngn, ' ry eee Lc * ager Soe a8 373 )*5 


done ona 


M3 14 mM, Ms 


My M3 
ME ec Ait — ait 
Ns 


ny 


My Ms msm m,m 

k 1 h 1 2 
— TT, PR RE Ne + —— 74 I 
A? Tr uate T +1). 
( UF At ngny ; Az nyng 8 


EEE 
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Les relations (XIIT, ) deviennent les relations (XIII,), si l’on rem- 


place, en meme temps, d\,, d,, @7, DATA, déc, 22,3 Ty» To, To PAT 


we ne re, dr: DUT > 108; 1, DATE, (fn, OÙ 
— (de) n= (ae) (BA) (79), 
— (de) n, = (Be) (yo) (a0), 
— (de) n= (ye) (xd) (Bd). 


‘Si l’on applique ces changements à la formule précédente, son 
second membre ne change pas et son premier membre devient 


m Ma m my, mM, Mo i/ 
Sn hig a dis —— 5 aay 
ny 105 as 


I : : ms 
a FEY ANG OTC LE (iGo) Re 4 Ye) Tee |. 


Par conséquent, on obtient, eu égard aux relations (XII), 


M: M3 Ms M M Mo I 


at a} © 4, 
ni 14 = No 1e at nN; 13 A? Rhin 1 q 
Mo Ms MM M Mo à (de) Hs 
7— Ag, + DIRE pe nr On == 
DA Fe Dene Na ae) (be) (ye) 1 
isis « a Rigen we es Fao 
70 RER Tae tell A 
Mn, Alan, Alu * ee 
et, si l’on échange, dans la deuxième formule, é et ¢, 
Mo M3 P Ms My, 2 my, Mo 2 (de) pe 2 be 
DS gk + 2 tat, + 3 + poe 0 = Q 
HEURE RES ns °* Ag (ad) (80) (79) ‘ 


(de) nj = (ad) (Be) (ye), 
(de) ng = (BO) (ye) (ae), 
(de) n= (70) (ae) (Be). 


En ajoutant les relations (XIII,) et (XIII), apres les avoir multi- 
pliées respectivement par MyM, T?,M,M,T,,M,M,T, etpar(ad)mm;T}, 


(Bd)mym,r:, (y¥o)m,m.7;, on trouve, eu égard aux relations (XIT), 


Malte A, 1: + Digi Ae oT, + MyM, di, Ti D 0; 
(20) mms 22, 73 -+ (BO) ms, a3,73 + (70) mime 23475 + (40) (BO) (79) mi = 0, 
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et, si l’on échange, dans la dernière formule, 6 et €, 
(as) mm, a?,7?+ (Be) msm AZ, Ti + (YE) mime a2,72? + (ae) (Be) (ye) mi — 0. 


Si l’on forme de même, au moyen des expressions (XIII,) et (XIII, ), 
l’expression 


A} (de) [( Be) (ye) mams af, a+ (ye) (Ae) mms ai, a2,+ (xe) (Be) mm A}, 235], 
on voit immédiatement que, dans le second membre, le terme 
(Be) (ye) may m1 n'y + (ye) (ae) my Nz Ny + (ae) (Be) ms Ms M5 


s'évanouit, et que, d’ailleurs, les coefficients de 7}, =, 7; se détrui- 
sent; par conséquent, les termes qui restent, dans le second membre, 
sont les suivants 


— (ad) (ae}mi— (Bd) (Be)?m3 — (79) (yen — (Be) (ye) (BO) + (79) 73 mi 
— (ye) (a) [(79) + (ad)] mi mi — (ae) (Be) [(ad) + (B9)] ri m5 


ou 

— [(ad) (ae) m3 + (80) (Be)r3+ (78) (ye)m2] [( ae) m3 + (Ben? + (ye) 23] =— (de) w? wi. 

Donc 

Ad (Be) (ye) mom, aï,aï,+(ye) (ae) mgm, aï,aï,+ (ae) (Be) mm: a?,a2,] + 3? 33 =0, 
et, en échangeant 6 et «, 

AG[(B9) (yo) moms at, añ,+ (79) (ad) msm, af, a$,+ (ad) (80) m,m, a?, a2,] + ©? wo? = 0. 
D'une façon tout à fait analogue, on obtient enfin 

Aj (ms M3 az, a3, + Ms M a}, a3, + Mi Ma a}, a?,) + D? D? — 0. | 


Aux dix relations que je viens d'établir entre les carrés et les pro- 
dr, CUVE a ae 
duits des quantités a, 7, @,(m, nr, h—1, 2, 3), correspondent dix 
aes, où ces quantités sont remplacées par a, &;, r>. En effet, au 

moyen des relations (XIII, ) et (XIII,), on trouve d’abord 


4 
a 
2 m2 m2 8 21 ñ "31 
A? m? my (St pe a 2e) 
1 ni n'\ 
2 


es A? ( t ” ms ’ " : 
== Ag (y+ RH 2) + 2 (ns+ ns + nr + 2 
Ns Ry Ny Ng 


m 


(ne+ n+ nj). 


pi) 2, 
al à x - 
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Orona 


nyt RH NI Ma Ms, 

Ro Ro Ro = Ms M, 

Na + Ry+ NS = M M) 
par conséquent on obtient 


ai as as m;m m,m 
Mo M Les 21e 31 | — 1 Ti = 2 a4 
A dts igen. | AS ty Rs 


OL 
2 


Sato Te 
4? 
A2 ng ns 


a 


ou, en ajoutant, dans les deux membres, le terme 


De la résulte, en remplaçant les indices «, By: Dan bey, cases 


Y> a, 6, 


b bk % 
a 22 azo, To 
m3 My, aa a 7 2 = Gs 
Ng ny ns Aj ns rm 


he % % a 
a a a T: 
13 23 33 3 = 
TROIE ER Se Seer as Tes Se ee Ges 
A 
Ns ns ns 0 Mey Me 


et si l’on ajoute les quatre expressions de q*, établies plus haut 
(p. 267), on trouve aussi 


wt (de) ws (de) ws 


Kin, nam, © Aites)(Be)tye) + AR (ad) (BG) 1° 


Au moyen des relations (XIV, ), on a immédiatement 


(aB) (ay) Let wt + (a8) (Be) at wf — (ae) (86) a3, mt] 
— (ad) (œæ)[ w?+(B0) (ye) a3 + (Be) (ye) m2], 


ou, eu égard à la première relation (XI), 
La?, w? + (a9) (de) a3, mi — (ae) (de) a, mi — (ad) (ae) mi = 0 


et, par conséquent, 


a2, wo? + (30) (de) a3, wi — (Be) (de) a5. mi — (Bd) (Be) m3 — 0, 
a?, ©? + (yo) (de) a2, 03 — (ye) (de) a2, 32 — (70) (ye) Ti = 0. 


(XV) 
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Enfin on tire des relations (XIII, ) et (XIV, ) _ 


A? [ns at, af, — (ye) (de) ai, ai, + (70) (de) ai, a3, ]+ mimi —0, 
AG [71 a7, ai, — (ae) (de) a3, a3, + (a0) (de) a3, aÿ,] + Ti Ts —0, 


— (Be) (de) a3, a3, + (Bd) (de) a3, a3,] + T3 ni — 0. 


2 2 72 
Ag [22 @i5 ai; 


7. Introduction des seize fonctions 44, Qi2s +++ Qsus Yas Ct des neuf | 
CONSLANLES À 33, Ai2s ++. Ass Théorémes et corollaires. — Les vingt rela- | 
tions entre les carrés et les produits des éléments a>, ™;, @,, éta- 
blies dans le numéro précédent, bien qu’elles soient très simples, man- 
quent de symétrie et si homogensaiss Pour cela, j’introduis, au lieu 


des quinze éléments a 
115 EN posant 


an n? 


| Vres Vines \/ms a, = du, ms ms Lo qa VMs V M3 VMs qu, VreVms. Vm 
Ving qu RME Te SR ai ea A A VriVrs eo fur 
Vs VV ee ie V 23 Vis Vm, ere 22 Ms Vimy a _ 733 Ving Vm, Vimy ni Que 
ai 2 ? 39 = 2 = Ag = 2 — To — | 
Peis de Tar ie The ae 4h AVrsVr qu 


me, VV ee, VER te, VV y 18 
VA Yas Vry eee Va nie Pda Wirt gl 
x 114 J aa : VEY 
= Dii— Se oe 
ne a ie Ay Vn! = AS Ay Vn" fs Tus 
ou 
Vru= Ve, ue. Vm,= Va, 


œvn | V2=*V69VBe, VA se PE = VV Ve, 
Vs iVy8 Ve, Gates VE, VE = are 
Vn =VniVriVns, Vit = NEVE, == EI 


eee : = 
Tr, ©, les seize fonctions 9,4, Jia» -- 


+9 Usa» 


Vad VBeVye_ 


Dans ces expressions, # est égal à V— 1 et les racines carrées sont 


prises avec le signe positif. 


LL à ed tan Ti eat pub ds à 
de à 2. 
; 
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Au moyen des expressions (XV) et (XVI), et si l’on pose, d’ail- 
leurs, 9“ gs, = q, les vingt relations entre les carrés et les produits 
des éléments a?,,,, t;, &?, établies dans le numéro précédent, prennent 


les formes suivantes : 


qg° +q? + q3 + q? = À 
re ib oy me eo GT 5 JJ =1, 299, 4) 
Gir Vis Qj2Qja + Vis dis + Qi Vis = O 
et 
Gi mee Gy TG HF 


AVES Se ay 
Qaj Vy + Qaj oi + W395 Is + Qui Vas’ = 0 | AI 5 dod SEED) 


Ces relations, dont les unes entrainent les autres, mettent en évi- 
dence que les seize fonctions qy4, Quns ++.» Quus Jas forment les coef- 
ficients d’une substitution orthogonale. Par conséquent, on est con- 
duit au théorème suivant (*) : | 


Tuéorème I]. — Les seize fonctions 


is ais sis Ju 
| us» Gars 25 ua 
iss ass 33» Yass 
\ tes ous sus ur 


(XVIL) 


définies par les expressions (XV) forment les seize coefficients d’une sub- 
stitution orthogonale à déterminant positif. 


Le théorème que je viens d’énoncer donne naissance à un très grand 
nombre de conséquences nouvelles; parmi les plus importantes et les 
plus souvent employées, je signale les suivantes, en empruntant, 
pour l’arrangement (XVII), a la théorie des déterminants la notion 
de mineur : 


CoroztarRe I. — Dans l’arrangement (XVII), chaque fonction q;; 


(ES 2, 3, 4) est placée avec trois autres dans une ligne et ausst dans 
une colonne: la somme des carrés des unes, qui forment le triple hori- 


(1) Ce théorème a trait à un autre, relatif aux fonctions théta de deux arguments, 
que j'ai établi, en 1881, dans le Tome XCIV du Journal de Borchardt, p. 77. Voir 
aussi la Note insérée dans les Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 


t. CIV, p. 492. 
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zontal, est égale à la somme des carrés des autres, qui forment le triple 
vertical. 


CorozLame II. — La somme des carrés de quatre fonctions qij, telles 
qu'elles se trouvent, dans l'arrangemeni (XVII), dans un mineur quel- 
conque de second ordre, est égale à la somme des carrés de ces quatre 
fonctions qui se trouvent dans : mineur adjoint. 


Corouzatre III. — St l’on forme, dans l’arrangement (XVII), les dé- 
terminants de second ordre, ils sont égaux aux déterminants adjoints. 


Au théorème précédent, relatif aux fonctions g;;, correspond un 
autre, relatif aux constantes a,,, (m,n —1,2,3), définies comme il 
suit : 


-) Pre hy D a eal Lies 
Ror Vim Vm, Vm; Sim Vins a Vimy Vm; 
: VA 7 "vais 
XVIII 85 es —— = _ USS SS 
( ) vb Vm, V My, Bie Vm; Vm, à es mg Ve, 
a ne a Rs Des = _ Vs . 
15— 25 — Sr = 
Vim, Vm, V7 Vm; ms Vs Vm, V Ma 


En effet, si l’on transforme les identités entre les constantes m,, n,, 
Cs LN oes ree 3), établies dans le n° 6 (voir p. 266 et 269), ainsi 
que les identités qui découlent immédiatement des expressions (XVI), 
on reconnaît que les constantes a,,, sont liées entre elles par les rela- 
tions (5) du n° 1 (voir p. 257). Donc, on a le théorème : 


Tutorntme IT. — Les constantes à, (m,n — 1, 2,3), définies par les 
expressions (XVIII), forment les neuf coefficients d'une substitution 
orthogonale dont le déterminant est égal à l'unité positive. 


8. Relations linéaires entre les seize fonctions qi; (à, j —1,2,3,4). 
Théorème. Lien entre les constantes a,(m,nr —1, 2,3) et les fonc- 
tions q;j. — Les fonctions 944, Yio, +++ Qsas Jaa Qui forment, d’après 
le théorème IT, les seize coefficients d’une substitution orthogonale, 
ne sont pas indépendantes les unes des autres. Pour obtenir d'une 
façon simple et élégante les relations linéaires qui ont lieu entre elles, 
je fais usage des constantes a,,,. Au moyen de ces constantes, on 
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déduit d’abord des expressions (XV) les relations 


(XIX) a? past Un Jmn 


ner CRs 0,0) 
Tux 


et, par conséquent, on a 


Jui = Min Jin + Mon Jon + Msn Vans 
Ci a6 SAN 
= Una Tri t+ Une Tha ns Ths» 

Ces expressions mettent en évidence que la fonction q,, s’exprime, 
d’une façon linéaire et de six manières différentes, par trois autres 
fonctions g,,,, propriété remarquable dont jouissent aussi les fonc- 
ONS iis Dior cr Jas: 

Pour établir ce résultat important, je transforme, au moyen des 
expressions (XV) et (XVIII), les relations (XI), (XII), (XIII,), 
(XII, ), (XIV, ), ainsi que celles qui découlent de ces dernières par 
des changements convenables des indices (voir le n° 5). Alors on 
obtient 


(XX,) Tih — Mn Man Jor — 3h35 
( XX.) hi = — Wu Qui — 2742 %13 9435 
Jih=— sh Qor + Van ant Wir ur 

(XX;) Jah — ns + Mani + or 
sh — Wn Qin Manor + Ugh us 

| Ji = — Un3Qu2 + Mau + Ani Jars 

(XX,) hz — Mu us + WasVar + na Jans 
Jing — “nour Vai Que + Was Tia: 


Or, si l’on désigne par A, #, J les indices 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1,2 
[voir n° 1, relations (3)], on obtient, d’après les expressions (XX, ) et 
les relations (5), si l’on y remplace les a, par les a,,, les formules 


Wear = Mrgu— Mona Wan ahs 


(XX) M319 2k— “ok Joi — Msn Minis 
0379 3hk — ska Mini Nana 
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+ a | ds Æ 7 q Ps | L à. » PA . * LA y 
par conséquent l'expression (XX se transform 


a dE athe a 
Gee | Qiun= — Mau FU ik— UKM 
woe (XX;) ; = — nor + A21Jak— Wk2I> : 
: = — 037735 + arQsx — skate 


De méme, on trouve 


XXe Teh Mu ik + ai Jak + st Jaks 

: = — Mu — ka — M3kQst3 
(XX,) ( Qin O3 Qok — G27 Jak— ut Yoko 

: = — 037421 + Man Jat + Maui 


et, eu égard aux formules 


%37Jok— ska MonQas + Min 

" ; 
(XX*) — Mar + Mra—=— AW3n Joy Mau 
à ‘ — Mk + Mau — Msn + WAVss» 


on obtient, au moyen de la première formule (XX, ), 


Jin— = "37 Jar— sx ar — M3hGoss 


(XX) = — UyQsk + 4731+ ons d 
- = — iqik + YEG + Ming 
; En réunissant les relations que je viens d'établir, ona 
Tee Main + MerQon + W3rn73ns Jae Ua Yar + Un2Qn2 + hs ns; 
à Teh Mi Qir + Mar Jak + Ms sks- Fan Mit ik — Mxkur — ins 
S=— x Qi — rar — Usk Jay = = Mgr Jak — ox Jot — Mono» 
“ (XXI) =— ini — WanJay — Msn 35 = = 37 sk — sk at — sh: | 
sd 
| Jin— Mt Jak — Mer Jsk-— ii Quks in si Jak — AskQut — Ash 4 
7 = — 83k Qu + Ask si + Mira = Mes sk + Mer si + Arno 
. É RE Usher + nas + Minis S=— y Qur + Uk Qui + Minis | 
a (Ay dr a sun, dis, 


Des six expressions de q,,, on déduit les six expressions de g,; et 
les six expressions de q,,, si l’on remplace, dans les relations précé- | 
’ dentes, les indices 1, 2, 3 respectivement par 2, 3, 1 et 3, 1, 2. 2 


à à 


al D ya ; L. à 


eC! Pe eC nl Le oe Là: aoe sit dédié 2. eee lu de Sub, = oe 
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Les relations (XXI) se sont déduites des relations (XX, ) et (XX, }, 
au moyen des identités (5), si l’on remplace, dans ces identités, les a, 
par lesa,,,. Ces identités ne changent pas, si l’on change, dans lesa,, 
l’ordre des indices m, nr. Or, par ce changement, les relations (XX,) 
et (XX,) deviennent les relations (XX,) et (XX, ), si l’on change en 
même temps l’ordre des indices r, 7 (¢,7 =1, 2, 3, 4) dans les fonc- 
tions g;;. De la on conclut que les relations (XXI) subsistent encore 
et ne changent que leur forme si l’on y change, en méme temps, dans 
les fonctions q;; et dans les constantes a, l’ordre des indices. 


Les résultats précédents peuvent être résumés et énoncés comme il 
suit : 

Tutorime IV. — Chaque fonction q;;(i, J=1, 2, 3, 4) s'exprime, 
d’une façon linéaire et de six manières différentes, par trois autres de ces 
seize fonctions. Ces six triples de fonctions sont ceux qui forment, dans 
l’arrangement (XVII), les trois lignes et les trois colonnes du mineur 
adjoint à q;;. Les constantes qui entrent dans ces relations linéaires, sont 
les constantes Ann, et les expressions elles-mêmes sont représentées par les 
expressions (XXI) et par celles qui en découlent, si Von y change les in- 
dices 1, 2, 3 en 2, 3, 1: 3, 1, 2, et les indices h, k,lenk, 1, h; l, h, k. 
D ailleurs, on peut changer, dans toutes les expressions, l’ordre des indices. 

En somme, on obtient ainsi 16.6 = 96 expressions différentes. 


Entre les fonctions g;; et les constantes a,,,, il y a une liaison tres 
simple que je vais déduire des expressions (XXI). 

Si l’on égale (voir n° 1) à a; et a. les arguments s, et s, dont dépen- 
dent les fonctions P,, P,, et, par conséquent, aussi les fonctions g;;, on 
reconnait sur-le-champ que les fonctions Ps, P., Ps. et, des lors, les 
fonctions qiss Jos» Jaa S'évanouissent. Or on a, d’après les expres- 
sions (XXI), 

(XXI*) | Jah — Mini WnJor— anus 


l Qin= — an Jaret NonQsr + ih Wass 


par conséquent, pour $, = a, $, = Ge OU POUTS, = Ae, Sa — Aa, les fonc- 
LIONS Jars Yaa» Gas elles-mêmes s’évanouissent et a,, prend la valeur 


__ qin(aës Ae) __ Tin( Ger 4%) | 
Un — = = 
Fir (G8, Ge) rites AG) 
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De même, on trouve 


(XXIT) : Qynn — ae 


4h 


OÙ Qmrs Gs, désignent les valeurs que prennent respectivement les 
fonctions gmns Jia Si l’on égale leurs arguments a Ass Gis 
Plus généralement, on trouve : 


CoroLLame. — Si l’on égale à ay, ay (ps ¥ = % B, y; 0€: u <v) les 
arguments $,, $, des seize fonctions q;j, siz fonctions parmu les seize s’é- 
vanouissent; et les neuf quotients formés, avec le même dénominateur, 
par les valeurs que prennent, pour $, = &ys $,= ay, les dix autres fonc- 
tions q;;, sont égaux aux neuf constantes An» 

Les six fonctions qui deviennent égales à zéro se trouvent, dans Uar- 


rangement (XVII), dans une ligne et dans une colonne; à l’une et à 
l’autre appartient une septième fonction dont la valeur pour s,= ay, 


s, = a, forme ledit dénominateur commun. 


9. Conséquences des relations (XXI). Expression des seize fonctions q;; 
par quatre parmi elles. Théorémes. — Les relations (XXI) mettent en 
évidence le théorème suivant, qui équivaut au théorème (IV): 


Gin . * by ? 

luéorème TV“. — Au moyen de quatre fonctions q;;, telles qu'elles 
forment, dans Varrangement (XVII), une ligne ou une colonne quel- 
conques, les douze autres fonctions s'expriment d'une façon linéaire. 


Les quatre fonctions, placées dans l’arrangement (XVII) dans une 
ligne ou dans une colonne quelconques, ne sont pas les seules par les- 
quelles les autres s'expriment d’une façon linéaire. Je vais démontrer 
que de la même propriété jouissent aussi les quatre fonctions qui 
forment, dans l’arrangement (XVII), un mineur quelconque de second 
ordre. 

Pour déduire ce résultat, je commence par exprimer les fonctions 
qi; par les quatre fonctions xs Jars Jars Que. 

D'après les formules (XX) et (XX*) du numéro précédent, ona 


%27J ak — Nak Jo1— — UgnJg,— Mini 
%37 73k — 34731 — Mini — Van Jars 
%3s7Jak— MxQai— Mon 34 + Minis 


sk + Mara — — Msn Jar + MinGuse 


eee dei és À dr dé jé ne bi dd jé dut he à bé sé 


_ = 
aT 


L 


1 


* 4 a 


fat Oh à ils nt D dié Se eee Là, | 


at 
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Ces formules permettent d’exprimer les fonctions 9,,, Joa» Yaa» Jan Par 
les fonctions 92%, Qurs ox Qu Des lors, en substituant les valeurs 
trouvées pour q,:, ..., 9,, dans les relations (XXI) 


Jun Nina VonQoi — Msn Jars 


(XXI*) 
Jin= — 03h or + Van Jar Win 


et dans les analogues, on est conduit, après quelques simples calculs, 
au système suivant : 


Ay = (1— a); 


AiQu = Mons or — Vane Jor she Qsk — WrMik Jay 
Ai Jan = — Under + Malika + Uk Y3k + LVATEYE 
ga — — 1% ar — M7 Jor— Mine sk + Min Uk as 
Aus = — gp M17 Qor + an Uk Jar on sk — Yan ir 315 
Ai dsn Mani Jae shit Qui — Mohlir ak — Manu Qsts 
(XXII) ( Aigsx—=— Mnsngor + Mon Qu + Unrngsk + Ash J31» 
Mi — Ton ar — UYnMsn J2I— AsnI3k + Matos; 
Ai ih = — on rar — Mani Qui Msn 1k 3k — LEVAUTAUETE 
Aidan Une Jaret Un Jair 17 Jar — Mix st 
Mgr = — M47 Jak Mix or + Une Isk + Mr 35 
Ai dir  MadonQar + sn Jott Matsn sk — LEYAVETE 
A, Ti LÉVAVET en UY pon Joi WnQ3r + Minlsnate 


L’arrangement (XVII) donne naissance à trente-six mineurs de 
second ordre. Par conséquent on peut choisir de trente-six manières 
quatre fonctions g;; par lesquelles les douze autres s’expriment d’une 
facon linéaire. Parmi les trente-six systèmes de formules qui s’ob- 
tiennent ainsi, les relations (XXIII) en représentent dix-huit, puisque 
l’on peut remplacer, dans les relations (XXIII), les indices 1, 2, 5 par 
2, 3,1; 3, 1, 2, et les indices Wight park, rl, h, k (neuf sys- 
temes), et puisque l’on peut changer, d’ailleurs, dans ces neuf sys- 
temes, l’ordre des indices des constantes App et des fonctions g;;. Par 
les mémes changements on déduit les dix-huit systemes de formules 
qui restent encore de celui-ci qui représente, au moyen des quatre 


fonctions Fins Jans Tuus Jaa les douze autres. 
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Pour établir ce système, je reprends les formules précédentes (XXI*). 
On en tire immédiatement les valeurs de g., et gs, exprimées par 
Qins Guns Gras Gas et en substituant les valeurs de g,,, Yous Yaar Qus 
dans les formules qui proviennent des formules (XXI*) par les chan- 
gements des indices, on obtient le système suivant : 


A (1— 0); 


| Ai Qu —=— sx ir — Von Jih— UnVrnJi4 + WAH us 
Ay 73, — Nop Jin — 32 Jih— als n 1 — MnlanGus 
A, Gan — dintongin + Walsh in + Anis + onu 
AiQan = — MnsnQin — UWnMenQan— Mad + Wr ETES 

| Air = — Mnkgin + Us Jun + Mau + ixus 
(XXIV) Ai Jak = — Man eJint Ash ia Gun + Von 1714 — WAU Quss 
Ay 3k — gn UK Jin — endikQun + sn ii Que + Von My Jar} 
Adu =— Yn Jrra— UEJan— MadkQi + Wit Wary 
Ai Jot = — ManMy Jin WAM Gun — Monk is + Ash UE 445 
A, si = — Wgn M7 Jihk— Yrs Quh — sh ki — Wan nas 
M9 — VI Din— Maigrir — E714 + Minis Jays 

| Ai qu = UEDik— Mini — dir Jig — URUK ue 


Les formules (XXIII) et (XXIV), ainsi que celles qui en décou- 
lent, conduisent au théorème suivant, qui correspond au théorème 
GEVEO 


Tuftortme V. — Au moyen de quatre fonctions q;;, telles qu'elles for- 
ment, dans l'arrangement (XVIT), un mineur quelconque de second 
ordre, les douze autres fonctions s'expriment d'une façon linéaire. 


10. Systèmes rosenhaineens et systèmes gépeléens de caractéristiques 
et de fonctions. Leurs types et nombres. — Après avoir établi les for- 
mules (XXI), (XXIII), (XXIV), je remplace les fonctions g,; par les 
fonctions hyperelliptiques, et je vais examiner la composition de 
leurs caractéristiques, c'est-à-dire la composition des indices p, uv 
(¥,¥=4,8,y,¢,¢) dont elles dépendent. Si l’on n’écrit que ceux-ci, 


1 
1 
| 
‘ 


TT line se de dé ee LÉ Ee Ree à, dd vide th dd tt dd) de 5 
1.5 L \ 
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arrangement (XVII) prend la forme suivante : 


4 ae ae By. 
5 
(XVII’) Be PR EST 
y yo ye ab, 
SONT) 


Ce Tableau met en évidence que, d’une part, les caractéristiques, 
placées dans les trois premières lignes, et, d’autre part, les caracté- 
ristiques, placées dans la deuxième et la troisième colonne, sont for- 
mées d’une manière tout à fait analogue. Par conséquent, les lignes 
du Tableau précédent ne conduisent qu’à deux types, et les colonnes 
qu’à trois types différents de caractéristiques, savoir : 


(1) e ad ac By, 
(2) de © 0 5 
PES, 7 iter, 
(4) ROAD Ly. £5 
CONS eG 
(a, B, y 0,e€=0, 1,2,3,4; aABAyACFe). 
Quant au nombre des triples et quadruples de caractéristiques re- 
présentés par les cing types précédents, on voit immédiatement que 


les types (2), (5), (3) en constituent 2: = es = 10; le type (4) 
donne naissance à 5.4 = 20 quadruples, et, enfin, le type (1) à 


ae a = 30 quadruples. Par conséquent, ona: 
Le 


Si l’on remplace, dans l’arrangement (XVII), les fonctions 9;; par 
les fonctions hyperelliptiques Py, Puy (Ys ¥ = % B,y, 6,€), on est con- 
duit al’ arrangement (XVII), dans lequel ne sont inscrites que les carac- 
téristiques des fonctions hy perelliptiques. 

Les systémes (triples ou quadruples) de caractéristiques qui forment, 
dans l'arrangement (XVII"), les lignes et les colonnes, offrent cing types 


différents, savoir : 


preny Qe DO Ge By 26. 30, 

(2) a _-B af 105 

(R) (3) DO AIT LI 10) 
(4) ao Bo yo. Te... M20; 

(5) By ay a8 ee Os 


’ 
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et chaque type donne naissance, si l’on attribue aux indices «, 8, y, Ô,€ 
les valeurs 0, 1, 2, 3, 4, à tant de systèmes (triples ou quadruples) de 
caractéristiques que le nombre juxtaposé fait connaitre. 


De méme on trouve : 


Les systèmes de caractéristiques qui forment, dans Uarrangement 
(XVII"), les mineurs de second ordre, offrent trois types différents, sa- 
vor : 


(1). a | By de tr Lx 
(G) (2) a 6! Soe) CET CE 
(3) ao Be «ass Geos io. 


où les nombres juxtaposes possèdent la méme signification que plus 
haut. 


Pour distinguer les systèmes (8) de caractéristiques des systèmes 
(G), j'appellerai les systèmes (A) systèmes rosenhainéens, et les sys- 
temes (G) systèmes güpeléens de caractéristiques (1). 

Dès lors j’appellerai les systèmes de fonctions auxquelles appar- 
tiennent les systèmes rosenhainéens de caractéristiques, respective- 
ment les systèmes güpeléens de caractéristiques systèmes rosenhainéens, 
respectivement systèmes güpeléens de fonctions. 

En employant ces désignations, on voit que dans les seconds membres 
des relations (XXI) entrent des systèmes rosenhainéens de fonctions; 
par conséquent j’appellerai les relations (XXI) relations rosenhai- 


(1) Si l'on remplace les fonctions hyperelliptiques par les fonctions théta, en faisant 
usage de la notation de M. Weierstrass, les systèmes (4) de caractéristiques pour lesquels 
je viens de proposer le nom de systèmes gépeléens deviennent les suivants : 


Va a Py & 5, 


Ces trois types représentent et comprennent, d’une manière très concise, les soixante 
quadruples de caractéristiques, établis par M. M. Krause dans son bel Ouvrage : Die 
Transformation der hyperelliptischen Funktionen erster Ordnung, p. 27. Leipzig; 1886. 

Les fonclions théta, auxquelles appartiennent ces quadruples de caractéristiques, jouent 
un rôle important, on le sait, dans les célèbres découvertes de M. HERMITE, relatives à la 
transformation des fonctions abéliennes (Comptes rendus des séances de l’Academie des 
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néennes, et, par une raison analogue, j’appellerai les relations (XXII) 
et (XXIV) relations güpeléennes. : 

Quant à ces dernières désignations, elles sont motivées, d’ailleurs, 
par la circonstance que les relations (100), établies par Rosenhain dans 
son Mémoire couronné (Memoires présentés par divers savants, t. XI, 
p- 424); et de même les relations (29), (30), (31), déduites par Gépel 
dans son célèbre travail (Journal de Crelle, t. XXXV, p. 290) se trouvent, 
sauf la notation, les unes dans les relations rosenhainéennes (XX1), et 
les autres dans les relations güpeléennes (XXIV). 

Dans le n° 9, j’ai tiré les relations gépeléennes (XXIII) et (XXIV) 
des relations rosenhainéennes (XXI). Par conséquent, ces deux sys- 
temes de relations sont tout à fait équivalents, mais le système de 
relations rosenhainéennes est beaucoup plus simple. Pour cette raison 
je le prends comme point de départ des recherches suivantes, et je 
commence par en donner une interprétation géométrique. 


11. Interprétation géométrique des relations rosenhainéennes au 
moyen de seize points AY”), BY), CY, DŸ ou de seize plans a), BY, y), 
QU) (Ges Teo aera ). Propositions. Construction des points et des plans 
par six donnés. Remarques. — D’après les relations rosenhainéennes 
(XXI) les douze fonctions 9,1, Jans Guns Gan(R = 1, 2, 3) s’expriment, 
d’une façon linéaire, par les quatre fonctions 944, Joss Qaus Quie Si CES 
quatre fonctions sont envisagées comme les coordonnées homogenes 


Sciences, t. XJ.). De plus, ces quadruples de fonctions théta se sont présentés à BoRCHARDT 
dans ses recherches relatives à la surface de Kummer (Journal de Borchardt, t. LX XXIII, 
p- 240). En profitant des résultats dus à Borchardt, M. H. Weger est conduit a quatre- 
vingts nouveaux quadruples de fonctions théta (Journal de Borchardt, t. LXXXIV, p. 375) 
dont les caractéristiques sont établies, avec la notation de M. Weierstrass, par M. KrausE 
(doc. cit., p. 25). Ces quatre-vingts quadruples de caractéristiques (A*) sont précisément 
les caractéristiques (R ), si l’on ajoute aux deux triples (A, 2) et (A, 5), comme quatrième 
caractéristique, la caractéristique 5. 

Dans la théorie des fonctions théta, les systèmes de caractéristiques (G*) ont reçu par 
M. Frogenius (Journal de Borchardt, t. LXXXIX, p. 193) le nom de systèmes gôpeléens ; 
de même, les systèmes de caractéristiques (A*) ont reçu par M. REICHARDT (Nova Acta 
der kais. Leop.-Carol. Deutschen Akademie der Naturforscher, Bd. L, p. 423, n° 5) le 
nom de systèmes rosenhainéens. 

Ces explications mettent en évidence que les noms que j’ai proposés pour distinguer les 
systèmes (A) des systèmes (G) sont dans un accord parfait avec ceux que l’on emploie 
ordinairement dans la théorie des fonctions théta. 

Ann. de t’Éc. Normale. 3° Série. Tome X. — SEPTEMBRE 1893. 
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d’un plan, les seize équations 9,;= 0, J2j = 05 Qaj =O Qaj = On défi- 
niront, en coordonnées tangentielles, seize points que je désignerai, 
dès lors, par AY, BY, C9), DY (7 = 7, 2, 3, 4). 

Pour examiner les propriétés de ces seize points, ainsi que les pro- 
priétés des droites, des plans et des configurations que ces points | 
engendrent, on pourrait employer les principes ordinaires de la Géo- | 
métrie en espace. Cependant cette voie conduirait à des calculs un peu | 
pénibles. Pour cette raison je l’éviterai et je ferai usage des principes 
que j'ai exposés dans mon Mémoire : Sur une méthode générale de la 
Géométrie qui forme le lien entre la Géométrie synthétique et la Géométrie 
analytique (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XIII, 

p. 202-240). 

Dans ce Mémoire j'ai montré (Loc. cit., p. 213) que tous les points de 
l'espace peuvent être représentés, d’une façon linéaire, par quatre 
points quelconques. Si l’on choisit, pour ces quatre points, les points 
AM, BY, C®, D™, on déduit des relations (XXI) les égalités 


AG — — 047, B + a,, C0 + a, DE, 
ir | BO —— ay, C0 + 05,4 M+ a,D, 
CM — — a, AM + a,,B™ + a, DO, 
| DM ——a,, A — a,, BO — ag, 0 
(itp asa). 


Ces égalités proviennent des expressions pour g,,, ..., qu, établies 
© °C ; "e 1 ? 4 3 7 

dans les relations (XXL), si l’on y remplace Qujr Taj» Vsjs Vaz par AV}, 
BY), C”, DY’. De même, on peut déduire des relations (XXI) d'autres 
systèmes d’égalités qui correspondent aux égalités (XXV) et qui en sont 
les conséquences. Dans les égalités qui s’obtiennent ainsi, les points 
AO, ..., D® sont remplacés par les points A”, ..., D(A =1, 2, 3), 
Oupardespornts A... AM; BO. BOs GS Os DA De 

Ce sont précisément les points qui sont placés dans les quatre lignes 
ou dans les quatre colonnes de l’arrangement suivant qui correspond à 
"arrangement (XVII) 


A® Be) C® pe, 
AG BR C& pis, 
A) BH CH De, 


| ac BO CO) D), 


(XXVI) 


1 
| 
> 


sd eee Le Li SO ee ee 2 oe 


ies ee à CI 


sù Me... ‘à les …  "' de des 
ia \ 
< : i 


vee eee ii ba ME dé: chan ti: à At 4 
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Ceci posé, je vais envisager les quatre quadruples de points AY), 
BY, CY), DY 7 = 1, 2, 3, 4), placés dans les lignes de cet arrange- 
ment, comme les sommets de quatre tétraedres et je vais en exprimer 
les faces a), BY, +), 6%, opposées respectivement aux sommets AV), 
BY, C9), D”. En faisant usage des notions et des désignations, établies 
dans mon Mémoire cité, ces plans sont représentés (loc. cit., p. 215) 
par les produits extérieurs : 

{at =[BA CAD],  BU——[CADAAUT, 
} yO=[DMOAMB, — 6) =— [AM BUCH], 
(7 == 1,2, 0,4) 


(XXVII,) 


qui se transforment, au moyen des égalités (XXV), comme il suit : 


ot) = — ag, BH + anny + 04,0, 

(XXVIII) | BM — any) + ana) ad 
PO = tgp a) + a4 28 + 05,0, 

ps = — pat 0,800 — 0370), 


(h=1, 2,3). 


On voit immédiatement que les égalités (XXV) et (XXVIII) se dé- 
duisent les unes des autres, si l’on remplace les points AY... DY” 
respectivement par les plans a... 6) et vice versa. Par conséquent, 
à arrangement (XXVI) des points correspond un arrangement des 


plans, savoir : 
aftr GB y(t) à, 


; o(2) (2) 72) 02), 
(XXIX) a) BG) y) 90), 


at) Bu y(t) BQ), 


et, plus généralement, à toutes les relations qui ontlieu pour les points 
AY... D correspondent des relations corrélatives pour les plans 
au) ,.. QU) et vice versa. 

Les relations qui ont lieu pour les points AY... D” et pour les 
plans «) ... 6” ont trait à plusieurs problèmes de la Géométrie de 
position (‘), de la Mécanique et de la Cinématique qui obtiennent, 


la Géométrie de position : REYE, 


(1) On pourra consulter, au sujet de ces problèmes de 
che Fläche vierter Ordnung mit 


Ueber Strahlensysteme zweiter Classe und die Kummer’s 


284 F. CASPARY. 


par conséquent, dans les égalités (XXV) et (XXVIII) leur base analy- 
tique, et, dès lors, aussi leur lien avec la théorie des fonctions hyper- 
elliptiques de première espèce. Comme lesdites relations sont extré- 
mement nombreuses, je me borne à en établir les plus simples et de 
signaler quelques autres. | 
D’après les égalités (XXV) et (XXVIII), on trouve 
[AM oc] = asp dge [BO BO] + ayn te, [OM y OT + ane DOO]; 
| (h, k= 1,2,3; hXk); 


orona 
[BOBO] =[CHy] = [Dd] = [AM BCD]; | 


donc 
[A QT = (yp dye Monter + O34 dax )[AM BH CHD] =o. 


De plus on déduit des égalités | 
[ABO] =[A® yO] =[AM dH] =o, - | 
[BO a] =[CMa] =[D Ya] — 0 
les relations 
fAMa]—o0, [AMal)] =o. 
Ces deux relations et la relation [A” a] =o peuvent être com- 
prises par l’égalité 
[AU 40] =o, CP PE A hy ete 
De la méme facon, on trouve 
[BY BU ]=0, . [CH ]=0, [DWd0] =o. 
Si l’on envisage, d'une manière analogue, les quatre quadruples de 
points A”... A), ..., D)... D®, placés dans les colonnes de l’ar- 
rangement (XXVI) comme les sommets de quatre nouveaux tétraèdres, 
et que l’on en forme les faces opposées, on est conduit, au moyen des 
égalités (XXV), aux expressions 
[AG AG) AG] — — g(t), [AG AG AG] — gf), 


(XXVIL) É 
PAM AG) AG] —— gf), [AG AG) AB] = af), 


sechzehn Knotenpunkten; Ueber die Kummer'sche Configuration von sechzehn Punkten 
und sechsehn Ebenen (Journal de Borchardt, t. LXXXVI, p. 84-107; 209-216). — Scuro- 
TER, Ueber das Fünfflach und Sechsflach und die damit zusammenhängende Kummer’ sche 
Configuration (Ibid., t. C, p. 231-257). 


> 
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et aux analogues qui en proviennent, si l’on remplace A”, a) par 
BY, BU); CU), JU); DU), dW, 

Par les expressions (XXVIL,) et (XXVII,), chacune des faces 
av)... 6”) est représentée de deux manières; par conséquent, les rela- 
tions établies plus haut 


(XXX) [AWaw] =o, [BB] — 0, [ay] — 0, [Dd] =o 


(GF =123,45 JAS) 
peuvent être énoncées comme il suit : 


1° Si l’on envisage les points, placés dans les lignes ou dans les co- 
lonnes de l’ arrangement (XXVI), comme les sommets de quatre tétraédres, 
chacun de ces tétraédres est inscrit et circonscrit aux trois autres (*). 


De plus on a, eu égard aux égalités (XXVII,) et (XXVII,) : 

2° Les six points, placés dans l arrangement (XXVI) avec un point 
quelconque dans la méme ligne et dans la même colonne, sont situes sur 
un plan. Ce plan est celui qui correspond audit point dans l’arrange- 
ment (XXIX ). 

Si l’on interprète géométriquement les résultats établis dans le n° 7 
pour les carrés des fonctions g;;, on obtient : 

3° Les six points, placés dans l’arrangement (XXVI) avec un point 
quelconque dans la même ligne et dans la même colonne, sont situés sur 


une conique. 
4° Les huit points, placés dans l’arrangement (XX VD), dans deux lignes, 
ou dans deux colonnes, ou dans deux mineurs adjoints de second ordre, 


- forment les huit points d’intersection de trois surfaces de second ordre. 


Étant donnés six points convenablement choisis parmi les seize 
points AY, ..., DA (j=71, 2,3, 4), la proposition 2° et sa corrélative 
permettent d’en construire, d’une façon linéaire, les dix autres. 

Pour établir cette construction, je choisis, comme les six points 
donnés, trois points d’une diagonale de l’arrangement (XXVI), et les 
trois autres points, placés avec le quatrieme point de la diagonale dans 


(1) Foir, au sujet de ces tétraèdres, découverts par Mésrus (Journal de Crelle, t. WE, 
p. 273-278; OEuvres compl., t. I, p. 441-446), le Mémoire important de M. NEUBERG : Sur 
les tétraèdres de Mobius (Mem. de la Soc. royale des Sciences de Liège, 2° série, t. XI). 
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la même ligne ou dans la même colonne, par exemple les six points 
AM, B®, C®; AM, BM, CM). Ces six points sont placés, dans l’arran- 
gement (XXVI), comme il suit : | 


A * k 2 
(XXVI*) + * C6) Le 
| AU BH CH *, 


où les astérisques désignent les points cherchés que je vais construire. 
Dans l’arrangement (XXVI) et par conséquent aussi dans l’arrange- 
ment (XXVI*) les points, placés, en même temps, dans une ligne et dans 
une colonne, sont situés, d’après la proposition 2°, sur un plan, savoir 
celui qui est corrélatif au point d’intersection de la ligne et de la co- 
lonne. Par conséquent, les points A, B®, B sont situés sur le plan 
8; les points A, C®, C sur le plan y”, .... De là on conclut que 
l’arrangement suivant des plans qui s’obtient ainsi, savoir 


* FAMBOBH] [AMC C6] * 
[AG AG Be] * [B® C® C] * 
[AMAMCE] [BOBOCO] x +, 
[AMBO CH] [AMWBE CH] [AWBHC®] [AW BCE], 

est tout à fait identique à l’arrangement 

pu je 

al?) * ye . 

a3) ft) * se 


ot) Bt) yi) NOR 


(XXIX*) 


Par conséquent les dix plans qui entrent dans l’arrangement (XXIX*) 
~ ani a ht : = onn ‘aes, Pi 
sont construits pat les six points de arrangement (XXVI*). Or, par 
ces dix plans, se construisent, d’une façon analogue, au moyen de la 
proposition corrélative à la proposition 2°, les dix points suivants : 


= [8 BH) yi] [po y) 71 [By 0904), 


(XXXVI) EAA Bed f [ox'2) (4) C4) ] Cat) QC4)], 
[aa 8] [at] + Fat Bingen}, 
* * x Loe’) B04) y (47, 


et ces points sont précisément les points cherchés. 
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La construction précédente est déduite de la proposition 2° ou des 
égalités (XXVII,) et (XXVII,). Ces mêmes égalités conduisent à une 
autre proposition que je vais éncore indiquer. 

D’après les égalités (XXVII,), on obtient 


[AM aly) | — [BBY ] — [CH yA] = [Do] = [AY BOC DY | 
(ae ee OL): 


Or on a, au moyen des égalités (XXV) et (XXVIII), 


PAM of) ] = a2, [BO BMH] + 02, [C4 yO] + a2, [DMO] 
= (a2, + 03, + 02,) [AO BE COD], 
= [AG a], 
Chats 2 a) 


Par conséquent, les produits extérieurs [AY «| ont la même valeur 
pour j — 1, 2, 3, 4. Si l’on désigne cette valeur par #, ona 


FO ee ee dat its bd, fé D di dé à 


(XXXI,) [AYBYCMDY] =f, (1, 2, 3, 4). 
4 
J De même on déduit des égalités (XXVIL ) 
> 
4 [AG AG) AG) A] =— [AM a] = — $ 
“4 
i La La 
%Æ ou, plus généralement, 
4 
= [AG AG) AG) AG] = (BUD BEBO) BOI] 
4 (XXXL) Mi) CG j (é,) D) Ds) DU) + £ 
3 =f C4) CO) CU) CH] = [DH DGD HDG] = £. 
: Dans ces produits extérieurs, les indices £,, %, tas t, sont différents 
4 les uns des autres et désignent les nombres 1, 2, 3, 4; suivant qu'ils 
‘ sont choisis de telle manière que les permutations ULL ee Ps es 
‘ . N A = : 
F 3, 4 appartiennent a la méme classe ou non, § prend le signe — ou +. 
4 Donc 
a 5° Les tétraëdres dont les sommets sont formés par les points, placés 
4 e } ? TWAT x 
4 dans une ligne ou dans une colonne de V arrangement (XXV1), possèdent 
k- le méme volume. 
L 5 rik Oe Si ae 5 Lh 9} > AG Qe 
| Les produits extérieurs que j'ai envisagés JUSqu à présent ont, sans 
: exception, la dimension 3 ou la dimension 4 (voir mon Mémoire cite, 
: 
a 
F- 
2 
… 
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p. 218); je vais envisager encore quelques produits extérieurs dont la 


dimension est égale à 2. | | 
Au moyen des égalités (XXV), on obtient aisément 


[AG BMH] + [CDM] = [AMBH] + [CHD], (A193, 18h 


Par conséquent l’expression [AY B”] + [CD] reste invariable 
pour j =1, 2, 3, 4. En désignant sa valeur par T° et en permutant 
les lettres A, B, C, D, on est conduit ainsi aux égalités suivantes 


[AG BA] + [COD] = TAB, 
(XXXII) [AY CW] + [DA BY] — TA 0, 
[AG DA] + [BY CU] = TA D), 


D'une façon tout à fait analogue on trouve 


[AC A] =I PAM AC] 
= [BM BM] + [BO BM] 
= [CM Cl] + [CA CH] 
== [DMD] + [DOD] 
A ri 
(RARE RS SO SNS RTE 


(XXXII) 


Les égalités (XXXII) et (XXXIII) entrainent de nombreuses consé- 
quences dont la plus simple, qui complete d’ailleurs la proposition 4°, 
s’énonce ainsi: 


6° St l’on partage, dans deux lignes ou dans deux colonnes de l ar- 
rangement (XXVNI), les quatre points et leurs correspondants en deux a 
deux, les quatre couples de points qui s'obtiennent ainsi déterminent 
quatre droites, appartenant au même système de génératrices d'un hy- 
perboloide à une nappe. 


Les égalités (XXV) dont j'ai déduit les résultats précédents, bien 
qu'elles soient très simples, ne sont pas symétriques, parce que les 
points A®, ..., D® jouent, dans elles, un rôle préféré. Pour cela, je 
vais transformer ces égalités et leur donner une forme nouvelle et 
symétrique, en représentant tous les seize points A”, ..., DY 
(J = 1, 2, 3, 4) par les mêmes quatre points Et), E®, B®, RM, 
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uv 


A cet effet, j’exprime identiquement les neuf coefficients 
; Ann (7, n=1, 2, 3, 4) 


d’une substitution orthogonale à déterminant + 1 (voir le n° 7, théo- 


reme III, p. 272 de ce Mémoire) au moyen de quatre quantités a,, a, 
Qs3, (,. 


D'après les formules bien connues d’Olinde Rodrigues, on a 


SED 2 2 2 
a= ai + 03+ a3 + a?, 


ee @. 0), = 0? — q? — 9? + n° (ie bi = (Th ty, = Goran @.0,3= 2(0, 03+ aya, ) 

(XXNIV) ‘ree POSE 1 (a, - sa 13 (ui us 

es ddr — 2402 + a3a,), MW... at — a3 + 0? — a?, W. M93 — 2(a,a,— 0,4, ), 
1.03, — 2 (aa, — aya3), NM 203 + di), HU at + a? — a3 — aj 


En substituant ces valeurs des coefficients a, dans les expressions 


pour A”, ..., D qui proviennent des égalités (XXV) pour A =1, on 
obtient 


CA RO REP CLP a DY) = at 4, BY — 4, CE) + oD) 
a 4 BO a C4) = a DO) = 0, BE ag C+ a, D), 
a.BO= a,( aC + 4,AM%+ a DE) + a,(— a, CM — ag AM + aD) 
+ a,(—a,C + a AM + a,DM) + 03( aC —a, AM + aD), 
a.C) ——a,( a, AM a,BM + a D) + a,(— a3 AM + a, BM + a, D) 
—a,( aA“ —a,B™ + a D) + a, (— a, AM — a, B + a, D), 
a.DY=——a,( a AU + a, BE + a, C0) — a,(— a, A + a, BO — a, CE) 


+2( a,A— a, BY) —a,C) + a,(— a, AM — a BH + aC), 
Si l’on pose, dans ces expressions, 


a, A) + a, BM + a, OC) + a, DH) — a. En, 
— a, AGE 0, BO) — a, CE a, D =a. EC), 
a,A® — a, BO — a, C( + a, D =a. EC), 
— 9, A@— aBO + aC + a, DO — a. EO, 


(©) 


elles prennent la forme simple 


AM= a EO=a, Eo — a, E0) + 0, EO, 
BO= «EO +a, E® + 0,E + a, EM, 
CH =— aE + a, EO — a, EG + a, EO, 
DO =—a, Et — a, EC) + a, E® + a, EU. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome X.— SEPTEMBRE 1893. 37 
eo 
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D'une manière analogue, on peut représenter au moyen des points 
Et, ..., Et les points A®,..., D®, A®, ..., D® et tirer des éga- 
lités (£) les expressions pour A™, ..., D. C'est ainsi que l’on obtient 
les expressions suivantes des seize points AY, ..., DV), au moyen de 
quatre constantes et de quatre points : 


AQ = a, EO) — a, E®) — a, EG) + 0a, EM, 
EEE a, EO) — a, E®) + a, B® + a, EG), 
AG— «a;Et+a,E® + a, EG) + a, EM, 
A®= a, EC) — a, B® + a, EG) — a, Et); 
BO— a, EU + a, E®) + a, EG) + a, EU), 
B@— a, Et — a, E® + a, EG) — a, E, 
BG) =— a, E“ + a, EB + a, EG) — a, EM), 
BH = a, EM) + a, E® — a, EG) — a, Et); 
(XXXV) 
CO) =— a, EU) + a, BE) — a, E® + a, EM, 
C® — aE”) + a,E + a, EG) + a, EM, 
CG — a, EM + aE?) — a, EG) — a, EM), 
CH — a, BO) — a, E® — a, E®) + a, EU); 
DO =— a, BE” — a, E®) + a, E® + a, EM, 
DE) =— as EB + a, E@ + a, EG) — a, KE), 
| D®&=— a EO) + a, B®) — a, EC) + a, EG), 
| D®— a, EU + a, E® + a, EG) + a, EG, 


Ces expressions symétriques de seize points A", ..., D(® possèdent 
exactement la même forme que j'ai prise, dans mon Mémoire cité, 
comme point de départ pour la représentation des points (voir loc. cit., 
p. 204). Par conséquent, on peut employer aux points A, ..., DO, 
aux droites, aux plans et aux configurations qu'ils engendrent les 
principes y exposés. Tout particulièrement, si l’on pose (voir Loc. cit., 


p. 206 et 210) 
[EU EY EG BR] = +, 


(2) RE 4 =r 
[E® EG) Ki )} — el), 
FE) KG) K(4) — 2 
[E EG) Ki ] = — ef), 
[EG EG) EH] fa) 
L 


[EG EG) Ee] — — ¢(4) 


| 
| 
| 


dan Dre site nn dass sé. fi 


in 
\ 


bon À à he ie LS he ee ee LE dE D jh ee 


La eee ee 
dé > 
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2 obtient, pour les seize plans a, ..., 6, des expressions tout à 
ait analogues aux expressions (XXXV) et en provenant, si l’on rem- 
place, dans les expressions (XXXV), AY et EY par a” et a.e(?, sans 
changer les coefficients a,, a, a5, a. Par exemple, de l'expression 
pour A‘, savoir 

AG) = 9, EO) — a, B®) — a,E6) + a, EU), 


on tire l’expression suivante pour a” 


a(t) = a (aye!) — aye?) — age) + ae), 
De là résulte 
PA oft] =a (a2 + 02 + 02 4-02) [EV EOE EG | 


ou 
PAG 


ou 
SE. 


Done, si l’on pose a—1 et, par consequent, aussi. Su 1, les 
expressions (XXXV) fournissent encore la représentation des seize 
plans a, ..., 0), définis, de deux manières, par les égalités (XXVII,) 
et (XXVII,), si l’on remplace dans les expressions (XXXV) A par 
af) et EU) par €). Comme ainsi les points AW) et les plans at) sont 
représentés par les mêmes égalités, les relations qui en découlent ont 
lieu pour les uns et pour les autres. Je ne m’arréterai pas à ces relations, 
très importantes et très nombreuses, mais j'indiquerai quelques-uns 
des problèmes, beaucoup étudiés, dont elles forment la solution ana- 
lytique. 

D’apres la maniere de représenter les éétraèdres desmiques que j'ai 
établie dans le Tome XXIX des Mathematische Annalen, p. 581, les ex- 
pressions (XXXV) mettent en évidence que les points A", B®, CF), 
3). AG), BM, Cc, DE): ACh B®, Gey D‘) forment 


DM; AO, BY, CM, D®; 
les sommets de quatre tétraedres, dont chacun est desmique au 


tétraèdre de référence Et, E®, E®, E™. Par conséquent, les proposi- 
tions, découvertes pour les tétraèdres desmiques par MM. Hermes, 
Reye, Schrôter, Stephanos, Veronese et d’autres géomètres, ont lieu 


pour les points AY et les plans a. C'est ainsi que la configuration, 
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appelée desmique, entre dans la théorie des fonctions hyperelliptiques 
de première espèce. 

De même, entrent, en vertu des rte 3° et 4°, les configura- 
tions de Desargues, de l’hexagramme mystique, et des huit points 
associés, et, dès lors, les recherches que l’on doit à Kirkmann, à 
Staudt, à Steiner, à Schrôter, ainsi qu’à MM. Cayley, Reye, Schônflies, 
Sturm, Veronese, de Vries et Zeuthen ('). 

Si l’on applique à la Mécanique et à la Cinematique les principes que 
l'on doit à Cauchy et à Grassmann, et que j’ai déjà appliqués à la Géo- 
métrie, dans mon Mémoire cité plus haut (p. 282), on est conduit à 
des expressions telles que (XXXII) et (XXXIII). C'est ainsi que 
prennent place dans les recherches que je viens de proposer les résul- 
tats, découverts par Mébius, Chasles, M. Ball et M. Mannheim, ainsi que 
ceux que M. Schôünflies a exposés dans son bel Ouvrage : Geometrie der 
Bewegung in synthetischer Darstellung. W me faut me borner à cette 
succincte remarque, parce que son illustration exigerait des explica- 
tions détaillées qui surpasseraient beaucoup les limites que je me suis 
fixées pour ce Mémoire. 


12. Conséquence des relations rosenhaineennes. Fonctions, composées 
des fonctions q;;, et hées par les mêmes relations que celles-ci. Théorème. 
Corollaire. — Dans le numéro précédent, j’ai déduit des relations 
(XXV), au moyen des identités (XXXIV), les expressions (XXXV). 
Or les relations (XXV), si l’on y remplace A”, B”, C”, D” respective- 
ment par 4yj, Joj+ Aajr Jaj> Se transforment dans les relations rosenhai- 
néennes (XXI) dont je les ai tirées. Par conséquent, les relations rosen- 
hainéennes se transformentelles-mémes dans les expressions (XXXV) 
et en proviennent, si l’on y remplace A”, B”, C”, DY); EY (j=1, 2, 3,4) 


(') A ces sujets, on pourra consulter aussi mes propres Mémoires suivants : Veber die 
Umformung gewisser Determinanten, welche in der Lehre von den Kegelschnitten vor- 
kommen (Journal de Borchardt, t. XCM, p. 123-144) - Ueber einige Determinanten- 
Identitéten, welche in der Lehre von den perspectivischen Dreiecken vorkommen (Ibid., 
t. XOV, p. 36-43). — Zur Construction des achten Schnittpunktes dreier Oberflächen 
sweiter Ordnung (Ibid., t. XCIX, p. 128-130). — Bemerkung zu den desmischen Te- 
traedern (Math. Ann., t. XXIX, p. 581-582). — Sur les cubiques gauches (Bulletin 
des Sciences mathem., 2° série, t. XI, p. 222-236). 
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par les fonctions g,;, 92;. sj» 913 Uj où les u; désignent de nouvelles 
fonctions qui dépendent des fonctions 9,4, Joi. Qui Jars AU moyen des 
relations (£) du numéro précédent. 

Les expressions (XXXV), ainsi transformées, offrent une propriété 
remarquable et importante : elles représentent les seize expressions 
qui s’obtiennent, si l’on compose les éléments placés dans les lignes 
des deux systemes suivants : 


LE Us, — 3 ds Uy, — Us, LES Us 
— M VU Us M3, Ua, Us — ty, Us, 

As Us» UM; No, — Us, Uy, uy, Ug, 

GE 3, do, — MN, Uy, Us, ligge Ur. 


Or l’un de ces systèmes et l’autre représentent les seize coefficients 
d’une substitution orthogonale à déterminant positif, et, d’ailleurs, 
identiquement; par conséquent, le système composé jouit de la même 
propriété. De là résulte non seulement une nouvelle démonstration 
du théorème II du n° 7, mais encore la conséquence importante et 
féconde que les relations qui découlent de ce théorème deviennent 
des identités absolues, si l’on exprime les fonctions g;; par les con- 
stantes a, et les fonctions w;. Cette remarque entraine l’autre que les 
quantités a;, u;ne jouent que le role de parametres et qu'elles peuvent 
être remplacées, par conséquent, par d’autres quantités qui dépendent 
d'elles d’une manière tout à fait arbitraire. Comme d’ailleurs les rela- 
tions rosenhainéennes et les relations gépeléennes deviennent elles- 
mêmes des identités absolues, si l’on introduit les paramètres a;, w;, 
on obtient le théorème très général : 


Tutortme VI. — On peut composer, el d’ailleurs d'une infinite de ma- 
nières, des seize fonctions q;; d'autres seize fonctions Q;;, et des neuf 
constantes Ann d'autres neuf constantes Ans de façon que les fonctions 
Q;; sont les seize coefficients d’une substitution orthogonale a détermi- 
nant positif, et que les neuf constantes Minn sont les neuf coefficients 
dune substitution orthogonale à déterminant +1. St les fonctions Q;; et 
les constantes Amn proviennent des fonctions qj; et des constantes Anns en 
remplaçant les paramètres aj, Uj par d autres, convenablement chotsts, 
toutes les relations établies dans ce Mémoire subsistent encore pour ces 


fonctions et ces constantes nouvelles. 
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Je vais terminer ce Mémoire en établissant une conséquence tres 
particulière du théorème précédent : 

Si l’on remplace tout simplement les paramètres a;, u; par leurs 
carrés n°, u?, on obtient le corollaire suivant : 


CoroLLamme. — Les théorèmes II et III, ainsi que les relations (XX1), 
(XXIII), (XXIV) et toutes les conséquences qui en découlent, subsistent 
encore si l’on y remplace les fonctions q;; et les constantes Any, par les 


fonctions Q;; et les constantes Ans définies comme u suit : | 
| 
Qui 4 (Qi Qu + 922 73)» Qs1— 2 (931 Vist You Jar) 
2 + (912 Qui + Ja Yes) Qs3—= + (93e + Vist Vis t+ Tin), 
Qis=4 (Gis +431 + Qau + ia) Qs3— 3 (433 Qui + Qui In) 
Qui + (Qui 932 + Qui as) Qs, 5 (Qsu Jar + us Ji2)s 
Qar=t(Gait Fiat sit Vis )s Qu + (Qu Isa + Fos Qu), 
Qu 5 (G22 Qu + Jas Qu) Qi2= 3 (qua is + Jar Qu), 
Qu = 3 (923 9s2-+ Gus Qui) Qs 2 (Qu3 Qui + Grau), 
Qui 3 (Yau Jia + Que Qui), Qu—i(giit+ dis + gs + Qi); 
el 
A=} (af, + 03,+02,+1), 
AA Oo less A. A, = 4 (02, + a?,), Al Oy Wag 
A. Ay. = A M91, A. Ags = 029 + O33 A, AAs, = $ (03, + 02,), 
A. Ars = 3 (di, + 954), À. 23 = 023 039, AL. 33 033 + 041 Ooo. 


De la même manière que les Q,; et À, sont composés des g;; et 
ms ON peut composer des Q;; et À, d’autres fonctions et d’autres 
constantes, et ainsi de suite. De cette facon, le théorème précédent et 
tout particulièrement le corollaire que je viens d'établir donnent nais- 
sance à une échelle de fonctions et de constantes, liées entre elles par 
les relations que j'ai établies dans ce Mémoire et par d’autres qui en 
découlent. 
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LES LOIS DE RÉCIPROCITÉ 


ET LES 


SOUS-GROUPES DU GROUPE ARITHMÉTIQUE, 


Par M. X. STOUFF, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE MONTPELLIER. 


Il est évidemment d’un grand intérêt d'augmenter autant que pos- 
sible le nombre des principes qui peuvent servir à définir des groupes 
de substitutions linéaires (*}. Il arrive souvent que ces principes 
peuvent se ramener les uns aux autres; mais chacun d’eux permet du 
moins d'envisager la question à un point de vue spécial et de préciser 
les véritables difficultés. C’est ce qui m’a décidé à publier ces recher- 
ches. 

L'idée qui m'a servi de guide se trouve en partie dans un Travail de 
M. Sylvester relatif à la loi de réciprocité ordinaire pour les nombres 
réels (7). Mais, à cause d’une circonstance qui sera approfondie dans 
la suite, cette loi de réciprocité ne permet pas de définir de sous-groupes, 
du moins d’une manière simple. Il faut avoir recours aux lois de réci- 
procité des nombres complexes, données déjà en partie par Gauss, mais 
surtout par Eisenstein (*). Dans le dernier de ses travaux sur ce sujet 


(1) Kiet, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modulfunctionen, p. 418, 
1890 ; Teubner. — Comparer aussi : Fricke, Ueber die ausgezeichneten Untergruppen, etc. 
(Mathematische Annalen, t. XXX; 1887). 

(2) Sytvester, Sur la loi de réciprocité dans la théorie des nombres (Comptes rendus 
des séances de l’Académie des Sciences, p. 1053; 1880). — Comparer aussi : GEGENBAUER, 
Sitzungsberichte der k. k. Akademie der W issenschaften von Wien ; 1885. — Ueber das 
Legendre-Jacobische Symbol. 

(3) EIsensTEIN, Reciprositatsgesetz fir die cübischen Reste (Journal de Crelle, 
t. XXVII, p. 289). — Wachtrag zum cübischen Reciprocitatssatse (Zbid., t. XXVIII, 
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(Journal de Crelle, Bd. XXXIX), ce géomètre fait observer que l'intérêt , 
des lois de réciprocité consiste surtout dans leurs démonstrations. Il 
n’est donc pas inutile de faire voir ici qu’elles se rattachent à une 
théorie importante, celle des substitutions linéaires. 


1. Considérons d’abord les substitutions à coefficients entiers réels 


(: aa a eyeey? | 


“lyst 
a—1=d0—1=8=y=0 (mod.4); 


elles forment un groupe bien connu G. 
J'envisage le signe de Jacobi (2) tel qu’il est défini dans la Théorte 


te “,. . . 7 
des nombres de Dirichlet, p. 104, et j’introduis un nouveau signe [=| 


que je définis de la manière suivante. m est un nombre pair positif ou 


négatif, n est un nombre positif ou négatif et toujours congru à 1 


(mod. 4). 


Soient m’ et n’ les valeurs absolues de ces deux nombres, on aura, 
par définition, 
mm) = fm 
n\n tn oe 
si l’un au moins des deux nombres m ou 7 est positif, et 
LUN ee m' 
a ER np 
si ces deux nombres sont négatifs. Faisons les remarques suivantes. 
1° Le groupe G est un sous-groupe du groupe H des substitutions 
as+ Bp 
3, — ad — By = 
(= Sos) Ho 


P=y=o (mod.2); 


p. 28). — Lois de réciprocité (Ibid., p. 53). — Fundamentaltheorem für die biquadra- 
tischen Reste (Ibid., p.223). — Einfaches Mittel sur Auffindang der hôheren Reciproct- 
tätsgesetze (Ibid., t. XXXIX, p. 351). — Voir aussi Buscne, Arithmetischer Beweis des 
Reciprocitätsgesetzes für die biquadratischen Reste (Journal de Crelle, t. XCIX, p. 261). 
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2° Le groupe H admet comme substitutions géneratrices 


T(z; 5-43), U: (3, 5 ), 


Da 1 


qui correspondent aux substitutions homogenes 


Cette proposition est bien connue. Le groupe H n’est autre que le 
groupe du mod. A? de Legendre. 

3° Si l’on considère un système de deux nombres, x pair et y congru 
à 1(mod.4), et si l’on applique à ce système les substitutions T’ et U’ 
et leurs inverses un nombre quelconque de fois et dans un ordre quel- 
conque, x reste toujours pair et y congru à 1 (mod.4). 

En effet, T’ ou T’“' ne changent pas la parité de x, et U’ ou UT‘ ne 
changent pas æ; done, si æ est primitivement pair, il reste toujours 
pair, T’ ou T—' ne changent pas y, et x étant pair, U’ ne fait varier æ 
que d’un multiple de 4. COTE D 

4° G étant un sous-groupe de H, toute substitution S de G peut 
s'exprimer par un produit de substitutions T et U; je dis que, dans ce 
produit, T figure un nombre pair de fois et que U figure aussi un 


nombre pair de fois. 


En effet, soit S (z, 5) une substitution du groupe G et 


s'| æ in aæ+f6y, 
DL ya + dy 


la substitution homogène correspondante. La substitution S’ trans-- 
forme évidemment un système de deux entiers p et g tels que 


p=g—iæo (mod.4), 


en un système de deux entiers qui jouissent des mêmes propriétés. 
CE x 
Or U’ ne change pas x; T’ ou T~' change la parité de >; donc, 


pour que p primitivement divisible par 4 redevienne divisible par 4, 
il faut que T’ soit employé en tout un nombre pair de fois. 
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On observera que S’ transforme aussi un système de deux entiers p 


et q, tels que 
q | P—i=q=0 (mod. 4), 


en un système de deux entiers jouissant des mêmes propriétés. Or T’ 
5 2 7 Je à . AC 
ne change pas y, U’ change la parité de +; donc, pour que g, primiti- 


vement divisible par 4, redevienne divsible par 4, il faut que U’ soit 
employé un nombre pair de fois. 

La réciproque est vraie. Ainsi, pour qu’une substitution de H soit 
une substitution de G, id faut et il suffit qu'elle contienne un nombre 
pair de fois la substitution T et un nombre pair de fois la substitution U. 

Il est facile de reconnaitre d’après cela que le groupe G admet pour 
substitutions génératrices 


TAS, STOT Ur se 
Observons, de plus, que si l’on transforme l’un des systèmes p, 4 
P=q7—1t=0 (mod.4), 


P—1t=q=0 (mod.4), 
par les substitutions T’ et U’, les parités de L et de Z sont respective- 
ment égales aux parités des nombres de fois que les substitutions T’ 


et U’ ont été employées. 
mil | ma 2kn 
ron ea n ; 


5° Ona toujours 

D'après les propriétés bien connues du symbole de Jacobi, cela est 
évident dans tous les cas, sauf peut-être celui où x est négatif et m et 
m+ 2kn de signes contraires. Supposons donc m positif 


m+ 2kn=—m, n=—n, 


m, et n, étant positifs. On a 
m (m 
ER) 
ñ \ ey 
m + 2kn | - (= mi m+ 2kn I 
¢ n Je ra! Se rise (- =) 
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or n, est de la forme 4h + 3; donc (- a) égale — r. Donc 


1 


pe] -(2i2e) (5) [2 


6° Sou l'un nombre impair positif ou négatif, on a 


He 


stm est simplement pair et 


my) _ m 
m\ |\n-alm | 


si m est doublement pair. Il y a un cas d'exception : c’est celui où m est 
négatif et n et n + alm de signes contraires ; alors on a 


m | m 
rire am 


si m est simplement pair, et 


si m est doublement pair. 


Représentons par km la valeur absolue de m; m’ étant un nombre 
impair. 

Nous distinguerons plusieurs cas. 

Premier cas : net n + 2m sont tous les deux positifs. On a, d’après 
une formule connue (*), 


1 1 
m m Rai sr (Te 
ee a 0 € Seal 
qv nm m 


(1) Comparer spécialement ici les travaux déjà cités de MM. Sylvester et Gegenbauer. 
(2) DIRICHLET, Zahlentheorie, p. 127. 
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les unités 6 et e ne dépendent que de m; donc on a aussi 


m m it +tim 1) Dose (nein), 
ee  — € ——— 
Er n+2lm m' : 


en réduisant et en comparant ces deux égalités, on a 


[eam |=" (3) 
n+alm n 


lm 


si m est doublement pair, ¢* égale 1; si m est simplement pair, € 
égale —1, et l’exposant est impair; le théorème est donc démontré 
dans ce cas. 


Deuxième cas : n et n+ 2/m sont tous les deux négatifs. On rame- 
nera les signes [ | aux signes de Legendre ( ) et l’on suivra une marche 
absolument analogue à la précédente. 


Troisième cas : n et n+ 2lm sont de signes contraires. Supposons, 
par exemple, 7 positif et n+ 2/m négatif et égal à — n,. Ce cas se 
subdivisera en deux autres. 

A. mest positif : 


1 1 
ue = us NET UE Li ; 
n n m' 
1 17 
} m m Cel set AO) VA 
— | = | — | =a € = 
n-+2lm ny m' 


im 


a 1 
s(2—1)+1 <(m?—1)+—/—pn 
— ÿ? e? 2 ( 


1 


1 I : 
PAC OU dE Pre — n 
m' OP LE 


or, 


donc . 


im 
m ai m 
— | = ¢ — 
n + 2m nei? 


ce qu'il fallait démontrer. 
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B. mest négatif : 


ile ait ÈS g(t) 5(mt—t) n 
_ = - = == € et ) 
DR ET 


1 1 lm 
we — J n : 
m! Ta 


on suppose que à et e correspondent à 2*m’; donc 


— 1 
Mn ee 
. om |= al 


ce qu’il fallait démontrer. 


et 


Considérons une substitution du groupe G, et réduisons en frac- 


tion continue en ne prenant que des quotients pairs et des restes posi- 
tifs ou négatifs, mais moindre en valeur absolue que le diviseur em- 
ployé. En supposant, pour fixer les idées, que le nombre des quotients 
incomplets soit pair, nous aurons, en les désignant alternativement par 
les lettres a et b affectées d’indices, 


I 
(1) É aa + ——— 
I 
2 bd, + : 
2 A + 
2 ba + : 
De EE 
; aioe I 
rs - 
2a PT 
DTS 
et, par suite, 
B+az 
2 ; =24,+ — 
(2) NET AE à 
+ 
247 + 
2 by + 
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La substitution considérée peut alors se représenter par le produit 


(3) Ua Te... UT U's 


ona 
A+ Agt... + A, +t=b,+...+b,=0 (mod. 2). 

Soient £,, de, as -.+» t ceux des indices des a impairs tels que le 
nombre total des substitutions T qui se trouvent à leur droite dans le 
produit (3) soit wmpair; considérons un système de deux nombres p 
et g, tels que 


(4) p=q—1=o0 (mod. 4). 
Soumettons ce système successivement aux substitutions 
UM PP Ul See 


nous obtiendrons des systemes 


m 


es Di. ER es, rae eee aft Ie 


le dernier sera 
Bqa+ap, dg+yp. 


Soit r le nombre de fois qu’une puissance de la substitution U’ fait 
. Ta) 6) a(t) 5 | 4 
changer de signe g™; p™ étant négatif ( )- 
Nous aurons en tenant compte de la sixième remarque 


[ÈS ie “P| ae ner] BI. 
CE an à à q 

Ceci posé, considérons une substitution du groupe G. Elle sera de 
la forme (3), à cela pres que le produit pourra commencer par des 
substitutions T et finir par des substitutions U. En parcourant le pro- 
duit de droite à gauche, comptons le nombre ¢ de fois qu’un exposant 
impair de Ua, à sa droite, un nombre total impair de substitutions T. 
Les substitutions du groupe G pour lesquelles ce nombre est pair forment 
un sous-groupe V. En effet, le nombre 5, relatif à la substitution SV, 
est la somme (mod. 2) des nombres crelatifs aux deux substitutions S 


(*) Cela revient à la considération de la chaîne reductive de M. Sylvester. 


\ 


ns 1 Le 


Ne ey Sy ONT ee dé a 
i : a 
FA ¥ 
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et V, parce que, en comptant le nombre 6 de SV, on peut, lorsque l’on 
arrive aux substitutions qui proviennent de S, faire abstraction des 
substitutions U de V, dont le nombre total est pair. 

Les substitutions du groupe I peuvent être caractérisées de la ma- 
niere suivante : 


On aura d’abord 
a—1=d0—1=B=y (mod.4) 
Si, de plus, on considère un système quelconque satisfaisant aux condi- 
tions (4) et si l’on forme le nombre r correspondant, en désignant par 


(— 1)” le produit | 52 = P| [2 il faut et il suffit que m et r soient de 


même partlé. 


On peut encore faire sur ce sujet une autre remarque. Le nombre r 
dépend du signe de certaines quantités et, par conséquent, reste le 


méme quand ; varie de telle sorte que ces quantités conservent un 


signe constant. Ainsi le nombre r reste constant tant que le signe des 
termes des fractions U’, TU‘, U%T%U’, ... ne change pas. Les 
zeros de ces fonctions linéaires déterminent sur l’axe réel des régions. 
Pour chacune de ces régions, la transformation que la substitution 


fait subir au symbole [2] est parfaitement déterminée. 


Un autre sous-groupe I” du groupe G peut être aussi défini de la 
manière suivante. Après avoir mis une substitution de G sous la 
forme (3), comptons le nombre de fois qu’un exposant impair de T 
a, à sa droite, un nombre total impair de substitutions U: si ce nombre 
est pair, la substitution considérée appartiendra au groupe I”. On 
pourra caractériser les substitutions du groupe I” d’une manière ana- 
logue à celles du groupe F. 

Enfin des considérations analogues s’appliqueraient au groupe I” 
formé des substitutions communes aT et a1”. 

On voit que cette maniére de définir de nouveaux groupes est loin 
d’être satisfaisante, puisqu’elle exige, pour reconnaitre le caractère 
d’une substitution, un développement en fraction continue. On pour- 
rait se demander si par un choix plus convenable de la définition 
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- 3 5 . , 
de |=], pour les valeurs négatives de met de », on ne pourrait pas s en 


dispenser; mais on reconnait aisément que tout autre choix présente 
un désavantage équivalent. 

Nous verrons, au contraire, que les lois de réciprocité des nombres 
complexes donnent des caractères tout à fait satisfaisants. 


2. Considérons le groupe G des substitutions à coefficients entiers 
réels 


( ser), A ee 


By 
yo+o 
B=o (mod.3); 


ce groupe admet pour substitutions génératrices 


Je ferai, dans ce paragraphe, usage de la loi de réciprocité cubique et 


j'entendrai le symbole | — | dans le sens adopté par Eisenstein. Con- 


3(a+ bo) 


sidérons | Baath 


| ou le dénominateur est tel que 


(1) + c=o (mod.3), d=1 (mod.3), 


on aura 
c + dp —=— p(c'+ d'p), 


c'+ dp étant un nombre primaire d’Eisenstein, c’est-à-dire tel que 
c'+1i=d'=0 (mod.5).Ce symbole n’est appliqué par Eisenstein que 
lorsque le dénominateur est un nombre primaire. Nous ajouterons à la 
définition d’Eisenstein cette définition complémentaire bien naturelle 


ee be) qh pee be), 


e+dp c'+ d'p 


mais il ne faudra appliquer les règles d'Eisenstein (') qu’aux symboles 
où le dénominateur sera primaire. 


(1) Journal de Crelle, 1. XXVIII, p. 28. 


r 


SE OP 
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Quant au numérateur, nous examinerons seulement trois cas. Nous 
dirons que le caractère du numérateur est | 


(2) o pour a=2, b=1 (mod.3), 
(3) 1 pour a=2, b=2 (mod.3), 
(4) 2 pour a=2, b=o (mod.3). 


Dans le premier cas, le numérateur est de la forme 
3(—1)\p(1— p)(a'+ b'p); 
dans le second cas 
— 3p?(a'+ b'p); 
dans le troisieme 
3(a'+ b'p), 

où a'+ b'p est primaire. 

Je désignerai par N(L) la norme d’un nombre complexe L. 

Voici d’abord quelques remarques analogues à celles du premier 


| paragraphe : 


1° Si l’on soumet le système 


3(a+ bp), c+dp 


aux substitutions homogènes 1’, U’ qui correspondent aux substitu- 


tions fractionnaires T et U un nombre quelconque de fois et dans un 
ordre quelconque, la nature du dénominateur ne change pas, c’est- 
a-dire que c reste toujours congru à zéro et d à 1 (mod.3). 

Le caractère final du numérateur est congru au caractère primitif 
augmenté du nombre de fois que la substitution T’ a été employée 
(mod. 3), en supposant, bien entendu, que le systeme primitif présente 
l’un des trois cas que nous avons examinés. 

Afin d'éviter une confusion qui ne produit cependant pas d’incon- 
vénient essentiel, il ne sera pas permis de changer simultanément les 
signes des quatre coefficients d’une substitution de G. On devra tou- 
jours supposer à congru à (mod.3). 

> Soit K le sous-groupe de G formé des substitutions pour les- 
quelles B est divisible par 9. Pour qu’une substitution de G appar- 
tienne à K, il faut et il suffit qu’en ta décomposant en substitutions T 
et U le nombre total de fois qu’elle contient la substitution T soit di- 


visible par 3. 
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3° Je compare le symbole 


pes 


et le symbole 


| __ 3(a+ bp) | 
c+dp+3l(a+bp) 


qui résulte du premier par la substitution U*. Je distingue trois cas : 
I. Le caractère de 3(a + bo) esto. On a 
EAP | = EPA DE Er) 
Ee ATEN c'+d'p 


c + dp 
fn pe (1 pal + B'p) 7 
= c'+ d'p g 


(1 —¢)® étant un cube parfait, on peut le supprimer sans altérer le 
signe. Il reste 


(—1)41 poet Qs b'o 
c'+ d'p ]|c'+d'p||c'+d'p. 
{u+2)[N (c'+d'p)—1] c'+ d'p (U+2)[N(e+dp)—1] PAU | 0 
ee 3 a 3 
— (TE )=e (TE) 
Le nombre c + 3la + (d+ 3lb)¢ est de la forme — p(c"+ d’o), 


c'+ d’o étant aussi un nombre primaire, qui ne diffère de c + d'p, 
que par un multiple de a’ + b'p; done 


j 3(a + bp) SUR) Nlc+3la+(d +310)p)—1} c ‘+. d'e 
c+ 3la+ (d+ 3lb)o aaa) 


Ona 


N[ c+ 3la+ (d+ 3lb)p] =(c + 3la)?— (c + 3la)(d+ 3lb) + (d+ 3lb)?, 
N(c+ dp) = c?— cd + d? 


et, par suite, 
N[c + 3la+ (d+ 3lb)p]— N(e+ dp) =3l(2b—a) (mod. 9). 


Or 2b — a est congru à o (mod.3). Done 


E eC ks) eel eS) Ce! 
e+ 3 a+ (d+ 3lb)p ott le c+ dp |. 


2m © 
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II. Le caractère de 3(a + bo) est 1. 


ee Al sh |= 3p?(a'+ A) ey pee eres [Ss Fr 


C + dp c'+ d'p a+ b'p 


c'—=C—d, a=e, N(c'+ d'p) =N(c+ dp), 


(5) ET fs 5 te+NIc+dp)-1] SL 
codes | Ee bp)’ 


on aura de méme 


(6) | 3(a+ bp) 7 à e+3 la N{(c+3 a) + (d+31d) p]—1 | Ci d'p 
an he al 

Or, dans les formules (5) et (6), la différence des multiplicateurs de ? 

dans les exposants de p est, en tenant compte des congruences (1), 

congrue à 6/b(mod. 9). Mais, b étant congru à 2(mod. 3) ona 


sens | = | ee 


III. Le caractère de 3(a + bp) est 2: 
3(a +bp)] _ le ed | a ee |: 
c + dp $x … c'+dip in ae oo 12 a+ b'o |? 


de méme 


3(a + bp) = ee eee | 
c+ 3la+(d+3lb)p| P a+ b'p |’ 


donc 


| aa a | =P |: 


Ceci posé, considérons une substitution S du groupe K, et suppo- 
sons-la exprimée par les substitutions T et U 
S = Ta Ut: Te U4 SE Ten U’, 


on aura 
di + de... @,=0- (mod. 3). 
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Désignons par r,, 7», .., , le nombre total des substitutions T qui 
se trouvent respectivement a da droite des exposants b,, 63, <=, badell 
Considérons un système : 


[3(a+ bp), c+ dp). 


La substitution homogène S’, qui correspond à la substitution S, trans- 
forme ce système en un autre 


3(e+fp), g+hp 


et comme le nombre total des substitutions T employées est congru 
par rapport au module 3, le caractère de 3(e+ fp) est le même que 
le caractère primitif. 

D'après la troisième remarque, une substitution U’ multiplie le sym- 
bole de Jacobi par p?”, 7; étant le nombre total des substitutions T qui 


sont à sa droite; on a donc 


(5) jee + fe ] = prb rh) ES 


g+hp c + da 


Les substitutions S, pour lesquelles 


(6) c—=bir,;, + boot... + OnTn 


est congru (mod. 3), forment un groupe R, parce que, dans la substi- 
tution SV, Set V étant deux substitutions du groupe K qui jouissent de 
la propriété (6) pour déterminer o, on peut faire abstraction, chaque 
fois que l’on considère une substitution U des substitutions T, dont V 
est composée, puisque V appartient au groupe K et que le nombre des 
substitutions T qu’elle contient est congru (mod. 3). Le o de SV est 
done congru à la somme des o de S et de V. 

C'est précisément le groupe R que j'avais en vue et dont je me pro- 
posais de donner le caractere arithmétique. 


Pour qu'une substitution à coefficients entiers réels de déterminant 1 
appartienne au groupe R, il faut et il suffit que 


B=o (mod.o), 


à 


OCR es 


né lui) tiré: pb Den be Di dd ee LAS ee 
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el que, en prenant au hasard un système de deux nombres complexes 
[3(a+ bp), c+dpl], 


C= 2. b=1, C= 0, d=r _-(mod.3), 
on ait 


pese bp) + ia “ besa 
3y(a+bp)+d(c+dp)] | c+dp 


Signalons encore une circonstance extrémement remarquable. La 
possibilité de définir un sous-groupe R, à l’aide des deux nombres 
complexes 3(a + bo), c + dp, tient essentiellement aux congruences 
imposées au second des deux nombres; en effet, si, au lieu de supposer 
c divisible par 3, nous prenions, par exemple pour c + dp, un nombre 
primaire d’Eisenstein, nous verrions.facilement que les substitutions 


ee) absolument invariable. 


du groupe G laissent le symbole | aa 


3. La théorie des restes biquadratiques fournit des résultats ana- 
logues. Revenons au groupe G du premier paragraphe. J’emploie, pour 
représenter le caractère biquadratique, le symbole d’Eisenstein (‘) 
[ ,  ], et je Vapplique à un systeme de deux nombres entiers com- 


plexes 

(1) a(a+ bi), c+di, 
ou 

(2) d—1=c=o0 (mod.4), 


de sorte que 
c+dizi(ce'+d't), 

étant un nombre primaire d’Eisenstein. Il faut encore faire une 
alogue à celle de tout à l'heure. Eisenstein n’applique son 
le second nombre est primaire. Nous con- 


c+ d'i 
remarque an 
symbole que dans le cas où 
viendrons que 

[2(a+ bi), c+ di]=[2(a + bi), c'+ d'il. 


(1) Journal de Crelle, t. XXVIII, p. 223. Comparer le Mémoire de Busche déja cité 


( Crelle, 99). 


Lar 
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Relativement à a + bi j'examine quatre cas : je dis que le caractère 
de a + brest 


(3) o pour a=1, b=r1 (mod.4), 
(4) 1 pour a=1, b=2 (mod.4), 
(5) > pour a=1, b=3 (mod.4), 


(6) 3 pour a=1, b=o (mod. 4). 
Dans le premier cas, le nombre 2(a + bi) est de la forme 

B(1+i) (a+ b'i); 

dans le second, de la forme 
i(1+ 4)? (a'+ bi); 

dans le troisieme, 
(1+ t)3 (a+ b'i); 

dans le quatrième, 
(1+ é}? (a+ b'i), 

a + b'i désignant partout un nombre primaire. 

Remarquons que la nature du dénominateur ne change jamais, 
lorsque l’on soumet le système (1) aux substitutions T’ et U’ du pre- 
mier paragraphe. Quant au numérateur, la différence entre son carac- 
tere final et le caractère primitif est congrue (mod. 4) au nombre de 


fois que la substitution T’ a été employée. 
Je rappelle les formules d’Eisenstein : on a 


3 
: ; 5 (c—1) 
GE. Le, c'+ Bt | =a? : , 
1 
: : .; (c'—d'—d'*=1 
(8) fit c+d'i]= à : 
= + FE ‘ re à (a= 1) (1) À rs ; 7 
(9) [a'+ b'i, c'+ d'i] =(—1) [c'+ d'i, a'+ b'i]; 


a+ b'i et c'+ di désignent partout des nombres primaires, c’est- 
à-dire pour lesquels la partie réelle est congrue à 1 et la partie imagi- 
naire congrue à o, ou la partie réelle congrue à —r et la partie 
imaginaire congrue à 2(mod.4). De plus, par suite des hypothèses 
antérieures, nous n’aurons, comme on le verra dans les calculs sui- 
vants, à employer la formule (9) que lorsque le second nombre appar- 


Qo Cf: but oe - th LS 
pi : 


oo à ns Si 
14 


3 
4 
L 
+ 
3 
2 
à 
x 
4 
3 - 
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tiendra à la premiere espèce de nombres primaires, c’est-à-dire c’ étant 
congru à 1. Nous aurons donc, dans tous les cas où nous emploierons 


la formule (9), 
[a+ b'i, c'+ d'il=[c'+ d'i, a+ Bi). 


Nous nous proposons de comparer les symboles 
[2(a+ bi), c+ di] et [2(a+ bi),c+4la+ (d+ 4lb)i) 


dans les quatre cas (3), (4), (5), (6). 
I. Le caractère de 2(a + bi) est o. On a 


[2(a + bi), c+ di] =[#(1+ ce) (a+ b'o), c'+ d'il 
= [e, c'+ d'iPfri+ ci, c'+ d'if[a'+ b'i, c'+ d'il 


9 3 
2 (c—1)+ = (C— d'—d'2—1) : . 
gi. où fe" dl i, a’ b' 1}: 
Or 
(10) C =a, d'=—e. 
Donc 


9 3 
sgh Ot) Nd C181) 


[a(a + bt), ¢ + di] = 1° [c'+ d'i, a+ b'i]; 


on aura de même 


[2(a+ bi), c+ 4la+ (d+ 4lb)i] 


3 


ri lea EE CMe eC) ee }?—1 


Z(d+utb—1)+ 


S= © 


Tel + dé, al + b'i] 


et, par suite, 


[a(a+ bi), c+ 4la+ (d+ 4lb)i]=[2(a4+ bi), c+ di. 
Il. Le caractère dec + di est 1, ona 


[2(a+t bi), c+ di]=[à c'+d'ij{i+ à + d'iffe'+ d'i, a+ b'il 
Jte—1)+$te—d'—d?—1) 


=? 


[e+ d'i, a+ b'il, 


et, d’après les valeurs (10) dec’ et de d’, 


3 
fa(a+ bi), c+ di] = 


(d—1) +5 (d+e—c?—1) 


[c'+ d'i, a'+ bt], 
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on aura de même 


[2(a+ bi), c+ 4la+ (d+ 4lb)t] 
a fee Cie OM a ne ee di, “ES bi]. 
En réduisant les exposants de z (mod. 4), on trouve ainsi 
[2(a+ bi),c+4la+ (d+ 4Glb)i] =(—1)'[2(a+ bi), c+ di]. 


III. Le caractère de c+ di est 2, ona 


[2(a+ bi), c+di]=—[ic+d ifP[i+é, c'+ d'iFfe+d'i, a+ b'i] 


3 
3(c'—1)+-(c'—d'—d'?—1 A ¢ 
À : : [e’+ d'i, a+ b'il 


3 
3(d—1)+-(d+c—c—1) . : 
ae 5" [e’+ d'i, a'+ b'i]; 
on aura de même 


[2(a+ bt),c+ 4la+(d+ 4lb)i] 
OF oat Ngai oh nae agrte meh SE: 
et, en tenant compte des congruences (5), 
[2(a + bi), e + 4la+ (d+ Glb)i]—[2(a + bi), e+ di). 


IV. Le caractère de c + d est 3. 


[2(a+ bi), ce + di] =Ti, c'+ d'iFPfi+ ii c'+ d'ilfe+ di, a+ bi] 


9 1 
CAS te TR —1) 


raat de [e'+ d'i, a'+ b'i] 


9 
ail d—1)+j(d+e—ct—-1) 
(2 


[c'+ d'i, a'+ b'i], 
de méme 
[2(a+ bt),e+ 4la+ (d+ 4lb)i| 
Slld+4lb)—1) rald+blb+e+bla—(e+hla F—1]. ; a 3 
=i" : [c'+ d'i, a'+ b'il 


et, en tenant compte des congruences (6), 


2(a+ bt),c+ 4la+ (d+ 4lb)i] =(—1)'[2(a + bi), c+ di]. 


à mm 


DSL di ni der à Les d: ball dis hs. à PR Pr 
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En résumé, le caractère biquadratique de 2(a + bi) par rapport à 
c + di ne change pas, quand le caractère de 2(a + bi) est o ou 2. Le 
caractère biquadratique est multiplié par (— 1)’ lorsque le caractère 
de 2(a + bi) est 1 ou 3. 

En revenant aux considérations du n° 1, envisageons une substitution 
homogène S’ décomposée en substitutions T’ et U’. Je suppose que la 
substitution fractionnaire S qui correspond a la substitution S’ appar- 
tient au groupe G. Si l’on suppose S’ décomposée en substitutions T’ 
et U’ et si l’on soumet le système 


2(a+ bi), c+ di, 


successivement, à ces substitutions, à partir de la droite, le premier 
nombre du système final 


a(e+ fi), g+ hi, 
possède le même caractère que 2(a + bi); soit ¢ la somme (mod.2) 


des exposants des substitutions U qui ont à leur droite un nombre im- 
pair de substitutions T, nous aurons 


[2(e+ ft), g+hi]=(—1)*[2(a+ bi), c+ di]. 


Les substitutions, pour lesquelles o est pair, forment un groupe I, 
et, en abrégeant un peu des raisonnements que l’analogie permet de 
rétablir facilement, nous pouvons donner un caractere arithmétique 
des substitutions du groupe I’ du n° 1. 


Pour qu’une substitution S appartienne au groupe", u faut et il suffit 


que 
a—1=d0—1=8=y (mod.4), 


et, de plus, qu’en choisissant arbitrairement un système de deux entiers 


complexes : 
2(a+ bi), c+di, 
tel que 
G=1, P=i; C=0,d=1 (mod.4), 


on ait 
[2 «(a + bi) + B(c + dé), 2y(a + bi) + d(c+ di)]=[2(a+ bi), c + di], 


[2y(c+ di)+o2a(a+ di), a(c+ di) +28(a+ bi))=[2(a-+ bi), c+ di]. 
Ann. del’ Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Ocronre 1893. 4o 
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Voici une remarque analogue à celle qui termine le n° 3. 

Si, au lieu de choisir dans c + di, d congru (mod.3) on prend pour 
c + di un nombre primaire, les substitutions du groupe G laissent 
absolument invariable le symbole 


[2(a+ bi), c + di]. 


4. Les lois de réciprocités d’ordre supérieur se préteraient évidem- 
ment à des développements analogues. Les groupes que nous venons 
de définir forment donc le point de départ d’une théorie très générale 
et très entendue. Un simple aperçu paraît d’ailleurs indiquer que la 
généralisation présentera des circonstances spéciales, ce qui augmen- 
tera sans doute l'intérêt de la question. 

Les sous-groupes précédents sont à congruences; par exemple, celui 
qui est défini dans le n° 2 satisfait aux relations 


d—1=6 (mod.g), 


a=o (mod.3). 


Il 


Il y aurait un grand intérêt à trouver des groupes qui ne fussent pas 
à congruences, et il parait probable que la solution de ce problème 
pourrait être obtenue par des recherches dans le sens que je viens d’in- 
diquer. Par exemple, les substitutions S du n° 2 telles que 


t= birit birj+...+b3r23=o0 (mod.3), 


forment un groupe, mais je n’ai pu trouver de caractère arithmétique 
simple pour ses substitutions. 
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SUR LES RÉSISTANCES 


QU'ÉPROUVE 


UNE SURFACE MOBILE DE LA PART D'UN MILIEU FLUIDE 


DANS LEQUEL ELLE SE MEUT, 


Par M. L. FITTE, 


PROFESSEUR AU LYQEE DE TOURNON. 


1. M. Léon Geoffroy a traité ce sujet dans un Mémoire inséré aux 
Annales scientifiques de l’École Normale, 2° série, t. VII, p. 215. Je me 
propose de compléter ce Mémoire par |’intégration des équations aux 
dérivées partielles qu’il contient. 

En prenant pour axe des z l’axe instantané de rotation et de glisse- 
ment et en employant les coordonnées semi-polaires, on trouve facile- 
ment que la résistance normale et la résistance tangentielle rapportées 
à l’unité de surface, en un point dont les coordonnées sont z, p, 0, 
ont respectivement pour valeur, a un instant donné, 


(1) N= dz\? APTE 
+ (5) + (Gi) 
0z \? n°? /0z\°? Os 
cu [es nt) (55) |+ (53) — ana, +r? 
(2) = dz\? 1 /02\2 
se +33 (55) 


si l’on admet la même hypothèse de résistance que dans le Mémoire 
cité. Dans ces formules, a et a, sont des constantes à l’instant consi- 
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déré et n représente le rapport de la vitesse de translation à la vitesse 
angulaire de rotation. 


2. Les surfaces dont la résistance normale à l'instant considéré est 
la même en tous les points sont définies par l'équation 


N = const., 


ou, en désignant par une constante et en mettant la valeur de N, 


03 \? 5 DEN TONNES dk 
() [n+ (55) |=? CS 
On trouve aisément une solution complète de cette équation sous la 
forme de la somme d’une fonction de 9 et d’une fonction de r. En dé- 


signant par A et & deux constantes arbitraires, cette solution complete 
est donnée par la formule 


(4) TES CEST ETS DE +k. 


De cette solution complète, qui représente un hélicoide réglé, on 
déduira facilement l'intégrale générale définie par les deux équa- 
tions | 


n 
{ 
! 


PERS CRD TE o +9(h), 


| o= a+ f ie Shy hs Bars 
| VLCr A) — br eh? ? 


dans lesquelles 9 (2) désigne une fonction arbitraire du para- 
mètre A. 

Si l'on imprime à l’une des surfaces, représentées par les équa- 
tions (5), un mouvement hélicoidal continu autour de l’axe des = et 
tel que le rapport » soit constant, la résistance normale restera tou- 
jours la même en tous les points. 

Les surfaces représentées par les équations (5) jouissent encore de 
la propriété remarquable suivante, démontrée par M. Darboux, Me- 
more sur la théorie des coordonnées curvilignes, etc. (Annales scienti- 
fiques de l’École Normale, 2° série, t. VIE, pts ain) 


mr Gti ds ei 


End Nas 


iv ill a 


“oe 


di: 


if Ce Oe eee ee ee ee ee ee 
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Si l’on imprime à l’une de ces surfaces un mouvement hélicoidal 
autour de l’axe des z, défini par le rapport constant » de la vitesse de 
translation à la vitesse angulaire de rotation, elle engendre une fa- 
mille de surfaces faisant partie d’un système triple orthogonal. 

On obtient les surfaces dont la résistance normale est nulle en tous 


les points, en faisant dans les résultats précédents b—o, ce qui 


donne 
(6) z—=—nû+o(r), 


o(r) désignant une fonction arbitraire de r. C’est l'équation des hé- 
licoides. Ce résultat est évident a priori, car, ces surfaces étant les 
seules qui jouissent de la propriété de coincider avec elles-mêmes 
quand elles sont animées du mouvement hélicoidal précédemment dé- 
fini, la direction de la vitesse d’un point quelconque est toujours con- 
tenue dans le plan tangent à la surface; par conséquent, la résistance 


normale est nulle. 


3. Les surfaces dont la résistance de frottement à l'instant consi- 
déré est la même en tous les points sont définies par l'équation 


eC OMS es 


ou, en remplaçant T par sa valeur et désignant par ¢ une constante, 


x À dm une az \? Os F Re 
(7) Wen ot) (52) + PC ey ee eo 


Cette équation admet la solution complete suivante 


Jensen (nc) là Le let 
(8) s = h0 + Var icy DS, Het. k, 


qui représente un hélicoide et de laquelle on déduira, sans difficultés, 


la solution générale. 
Si les surfaces définies par l'équation (7) sont animées d’un mou- 


vement hélicoidal continu autour de l’axe des s et tel que le rap- 
port » soit constant, la résistance de frottement sera toujours la même 


en tous les points. 


soient ieee par une A daube 


F(N,T)=0; 


car, en remplaçant N et T par leurs valeurs, les surfaces cherchées | 
seront représentées par une équation de la forme 


(9) 


qui ne contient pas explicitement la variable indépendante 0. Cette” 
ee admet ee complete suivante 


(10) s=ho+ [ f(r, h) dr + k, 


dans laquelle A et # désignent deux constantes arbitraires. 
Cette équation représente un hélicoide. On en déduira aisément 
l'intégrale générale de l’équation (9). 
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SURFACES ISOTHERMIQUES 


A LIGNES DE COURBURE PLANES 


DANS UN SYSTEME OU DANS LES DEUX SYSTEMES, 


Par M. P. ADAM, 


INGENIEUR DES PONTS ET CHAUSSEES. 


M. Darboux a fait connaître le premier (') les équations des sur- 
faces isothermiques à lignes de courbure planes dans un système. Sa 
méthode, extrêmement ingénieuse, repose sur l’emploi des formules 
de Codazzi et de la théorie savante des fonctions doublement pério- 
diques que nous devons à M. Hermite (*). 

M. Darboux s’est borné au cas général, dans lequel les plans des 
lignes de courbure du premier systeme enveloppent un cône. 

Je me propose, en suivant la voie tracée par l’éminent géomètre, 
de traiter le cas particulier dans lequel les plans des lignes de cour- 
bure du premier système enveloppent un cylindre, puis de dégager 


du résultat : 
1° Les équations des surfaces isothermiques à lignes de courbure 


planes dans les deux systèmes; 

> Les équations des surfaces à courbure moyenne constante et à 
lignes de courbure planes dans un système. 

Les fonctions doublement périodiques rencontrées par M. Darboux 


(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1°" semestre de 1883. — Bulletin des 


Sciences mathématiques, t. Vil, 1883. 
(2) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXXV. 
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sont de deuxième espèce; on verra que ces fonctions deviennent de 
première espèce lorsque le sommet du cône enveloppé par les lignes 
de courbure du premier système s’éloigne à l'infini, et que les coor- 
données de la surface peuvent, par un calcul qui constitue une inté- 
réssante application de la théorie des fonctions H et © de Jacobi, 
s'exprimer à l’aide des fonctions elliptiques sn, en et dn, isolées ou 
engagées sous le signe /, et d’une fonction arbitraire. Je montrerai 
aussi que les coordonnées des surfaces isothermiques à lignes de 
courbure planes dans les deux systemes dépendent uniquement des 
fonctions elliptiques, isolées ou engagées sous le signe DE et qu'en 
donnant au module & de ces fonctions la valeur zéro, on obtient deux 
catégories de surfaces comprenant la première les cyclides et la se- 
conde les surfaces minima d’Ossian Bonnet et la surface minima d’En- 
neper. 


Rappel succinct du Mémoire de M. Darboux. 


Le ds? des surfaces considérées par M. Darboux peut s’écrire 
ds? = e?" (du? + dv?), 


u ety désignant les paramètres des lignes de courbure. 

Si l’on suppose que les ¢= const. soient les lignes de courbure 
planes, les six rotations p, q, 7, Py, q,, r, introduites par M. Darboux 
doivent avoir pour valeurs 


| vo 
rate ae oe av 
P » Pi — oh ? 
de 
(1) Oh 
Ve CRETE 
ee ek Qi 
ne Aa’ oar Pe 


et la fonction A doit satisfaire aux deux équations aux dérivées par- 
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tielles 
{/ Oh 
0 du Ov Oh 0h 
(2) a { dude \_ dh on 
ov oh du ov 
de 
dk Oh Oh 
3 NUE ip ous is 
(3) attr pot ae 


V étant une fonction de ». 
L’équation (2) s’integre facilement et donne 


(4) oh = Uelh+ Use, 
u 
Uet U, désignant des fonctions de U. 
Quant à l’équation (3), si l’on remplace ¢ par une autre variable ¢, 


de i 
telle que dy, = ———. elle prend la forme très simple 
q Vi Vi P P 
d'A Oh 
(9) dui oe 


Le problème est ainsi ramené à l’intégration simultanée des équa- 


tions (4) et (5). 


M. Darboux démontre que U et U, doivent satisfaire toutes deux a 
I 
(6) Y — ok? sntu—1— k? + 2k’ sn, 
Ay 
et que leur produit doit avoir pour valeur 


(7) UU, = 7 (sno — sn*4), 


w désignant une constante arbitraire. 
Or (6) est le cas le plus simple d’une équation considerée par Lame 
et intégrée par M. Hermite (');-M. Darboux déduit du résultat donné 


(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXXV. 
Ann. de l’Éc. Norm. 3° Série. Tome X. — Ocrosre 1893. AT 


M 
4 


a Me aie smite les expression 


a3 


i 


TE 
, 18, (8) 


ia 


A ) | l u+ir— 0 (“ e ivy— 0) a aa P 
| te fes) ie 


"ox (9) lay Or EE WS Pig CRT RSI, yo a eon 
‘#4 | (te )u(* me) 44 À TA 


= PES 2 f 
= : 
val 


Il resté à Malle les coordonnées nl de point dela 
surface. A cet effet, M. Darboux introduit une nouvelle fonction c de u 


et de v,; si l’on remarque que e” est le carré du module de 


Ex 


D te) cme) » à : = Me 
e(“+ne) u+iv, O'(w) > e 
à RNA O(w), ; 
n(#thte) 
2 4 
on peut poser 
: 5 S U + ii, — © « 
. Pas > » k+ic ef) u+iv, O'(w) 2 
4 a (10) e 2 — i Eh ie ere 2 O(w), 
u+i 
n( este 2) 
re 
ce qui donne a | 
u + Ps — — 7% ; 
a ( +- . 2)( te) aa 
(11) eis — ‘3 25. PTS 


p(itite)of{t ne) | : 
2 2 


On a d’ailleurs les relations 


ME aay DNL horror oe, 
: Ov, du du Ov, 
# parce que 2 + ca est une fonction de la variable complexe u + &,. 
à La fonction o ne différant de 2 que par les notations satisfait à 
i 
| (13) - | 9p, = Meis+ Nero \ 
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avec 
M — H'(o)8(w aa A) a a 
(14) 20(%) H(&v:) ? 
| na — Hilo) Cw = #1) ing 
2 @(w) H(iv.) 


M. Darboux se sert ensuite d’une représentation sphérique particu- 
lière dans laquelle le rayon de la sphère est parallèle à la tangente à la 
courbe » = const. tracée sur la surface, c’est-à-dire dans laquelle les 
coordonnées de la sphère sont les cosinus a, a’, a” directeurs de la 
tangente à la courbe y = const. 

Dans cette représentation, le ds? de la sphère s'écrit 


dS? = da? + da”? + da”. 


En se servant des relations différentielles entre a, a’, a” et les six 
rotations p. q, r, Pry Qu» r considérées par Codazzi, des valeurs (1) de 
ces rotations et enfin des relations (r2), on trouve 


ads v (2) a 


4 


ou, en vertu de l’équation (13) 
a dS? — do? + (VMeis + VNe-°}" det, 


ce qui montre, qu'en représentation sphérique, les», = const. sont des 
grands cercles et que o est la distance d'un point quelconque de la 
sphère à une courbe fixe P orthogonale à ces grands cercles. Les plans 
des lignes de courbure du premier système sont d’ailleurs parallèles 


aux plans de ces grands cercles. 
En appelant x, y, 2 les coordonnées d’un point quelconque de T 


exprimées au moyen de VaresdeT, ona 

a [a —iys— sy Ne + Lx + ilys! aye“, 
aa = y¥— APTE æz!)]eis + [y + i(sx! — æz')]e t, 
2 —=\3— i(æy'— yx') le? + [e+ i(ay'— yæ')|e ts, 


(16) 


. : 2 
ce qui donne une seconde expression de dS 


e Pee Ards) its? 
(17) d8?— da? + da'?4- da”= do? + ( à AFS Pare he a) aes, 


La comparaison de (15) ¢ et (17) conduit ? à 


| (1+ tA) ds = a VM do 
(18) 1 (1— iA) ds —2VN dr. ns 


Les coordonnées X, Y, Z de la ares cherchée ae déduisent enfin . 
des formules aX = e*(adu+ b de) qui PRES la forme suivante, en | = 
se servant des relations différentielles entre a, a’, a’ et les six rotations 
Ps Ts Pas Qu M Ct des relations (12) 


(19) 


et l’on obtient 


ut ip, — 30) 
6 (w Le — e(yst—ay'y) M 2 ) esi QO 
H(2) H’(o) H 


(20) { : ete (EE) Se 
_ Moet itys'— ayy) Ts) ca ten 0 


H(2) H’(o) . a 
2 
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On peut, ou bien se donner arbitrairement la courbe F et alors (18) RS 
LE déterminent s et V en »,, ou bien se donner V arbitrairement en ¢,; 
wae alors (18) définissent s et A en ¢, c’est-à-dire A en s, et l’on peut cal- 
; | culer æ, y, z, coordonnées de F. 
F Les lignes de courbure du premier système sont dans les plans 


À Z'X+YY+:Z—o | 
‘ normaux aT, 


PPS ER EE TE PT 


Teor Se Se 


sar 


\ PE AA, 


72" à 
‘ 
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Ve 


Equations des surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans 
un systéme lorsque les plans des lignes de courbure de ce systéme enve- 
loppent un cylindre. 


Tant que w n’est pas nul, la courbe F ne peut pas être un cercle, 
c’est-à-dire que les plans des lignes de courbure du premier système 
enveloppent un cône véritable; en effet, si w est différent de zéro, le 


rapport = donné par les valeurs (14) dépend de ¢,, et en divisant 


membre 2 membre les relations (18), on voit que A dépend aussi 
de ¢,; or, si l était un cercle, on reconnait aisément que A serait con- 
stant. 

Pour que les plans des lignes de courbure du premier systeme 
enveloppent un cylindre, il faut donc que © =o. 

Cette condition est suffisante, car, si o =o, ona 


et la courbe I étant réduite à un point, les plans des grands cercles 
normaux à cette courbe passent par un même diamètre de la sphère; 
les plans des lignes de courbure du premier système, qui sont paral- 
leles aux plans de ces grands cercles, sont donc parallèles à une direc- 


tion fixe. 
Soit alors o =o. | | 
On peut supposer le point auquel se réduit I placé sur Oz, c'est- 


à-dire 
DE 0) y=o, ae Lite 


Les expressions (20) des coordonnées de la surface se présentent 
dans ce cas sous forme indéterminée et il faut reprendre le calcul. 
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En faisant © = 0, il vient 


(8) 


e (+4) 
(10’) ehtia— 2 
ue) 
PS ( = Hs) H (“ = “) a ( u = os) 
/ 1c == = / 
(ue) $ EDS En) 
2 2 2 

(13) JE =M(e#—e~"), 
(14') eae ES 


Quant aux expressions (16) des coordonnées de la sphère, en assi- 
milant le point Tau cercle infiniment petit de rayon p 


AY 
RU 


y=psin=, 
p 


Bi We 


puis, en posant : = À, elles deviennent 


Gaba 5. 
7 TE ( ei) 
(16’) TR LR As 
FPE Ye (els eris), 


a"=4} (e+ e-is); 


EEE 


ees dés Led D doi: dt. — 
bt ies. 
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À représente alors l’angle du plan z0x avec le plan du méridien qui 
passe en (a, a’, a”) et © est l’arc de ce méridien compris entre le 
pôle I et le point (a, a’, a”). 

Il est d’ailleurs aisé d'établir directement les formules (16). 

Les deux expressions (15) et (17) du dS? de la sphere sont mainte- 
nant 


(18') dS? = do? + V?M2(e!— e-is}? dv}, 
(17) d$?— da? + da! + da!®— de — (=) ae. 
Il faut donc que 
(18’) di = 2iMV de. 
Tout cela posé, on obtient pour les expressions (19) des différen- 


tielles dX, dY et dZ 


cos À da D AE ou -1v : 
ly Cee or PRES — eh—ic 4 1) — eV sinidr,, 
L 2 2 
sin À = siete ue ee — 60 
(19/) LS ; Ge oa — eh—ic a") + eV cosÀdr;, 
(es WV, 
2 


u + IV, 4 eh-is d 
2 


== etic d 

Or les fonctions e“ et e**, dont les expressions sont (g’) et (10°), 

sont doublement périodiques de première espèce; si on leur applique 
la méthode de décomposition de M. Hermite, on trouve 


(ue iv ; en) 
ee PER Et me, ie) 


el — 


—ksniv, O(i,)  ksniry H (= i) x H (“ == aay 
2 


2 
HW (= + #1) 
ee 


I 
FE jE D 2 om ? 
k "+ ee 


4 


ehtic — 


Fi 


[0 4 a op Of Xe ’ < 
{ désignant la constante Se et D,,%, signifiant dérivée par rapport 
, u + ir 
a ————_ 3 
2 


(20°) € Y = sin] 2 _9_-_Z + fe sink + 


Ces résultats, sane de Gay ae ad. 
immédiatement intégrables, et il vient, 2 ts a 


Lo Y, Z) par la surface homothétique (F4 7 +) 


H’ jos) à ANR (doy) Ving 


X=icosA} PARA 
F un ( ù i 


0’ fcuk Font 
O(év) sniv, 


Z = Cu — 


w+ a u— iui 
Bie eee) 
CRE 2 


On peut transformer ces expressions de façon qu’elles ne contiennent 
plus que les trois fonctions elliptiques sn, cn, dn. 

Prenons d’abord l’intégrale qui se trouve dans X; en se servant des 
relations connues 


OLA wt @ 
0 (iv,) ie : So 


@! (3) 
hee =(¢-« sn?“ so) 2e 


: uy 
— k* sn tp, sn? — 


et en ayant égard à (18’), il vient L 
oe O’(iv,) Vsina . 
i Le cosÀ — O (ei) sn&v, | des 


CS +8 f sn (cosa + V sind) de. 
olga 
2 


= OUCOSA 


BA) sn. i, | & 


(Eee oer rrr 
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On a de même 


Pe (= 

à O’ (iv,) V cosÀ KE Far 
[Tes Ste LE] ar = te) 
2 


+ re [sn = (sind — V cosÀ) de,. 
D'autre part, on sait que 


H’ (es “) 6’ (=) A (2) sn Ws 
2 2 “is 2 2 


u+ iw uw u u Tet Sy is 
(ni) e (=) n() En an 
2 2 2 2 2 


iy AA wv u u 
: sn = en — dn en en dn 
u+ ii 2 2 2 
sn — : 

2 (AG 

Trent ont — 

2 

et 
2, 
Cu—2 + const 


Si l’on porte ces expressions dans (20’), on obtient, réductions 
faites, 


| uy uy wW 
sn— cn —dn — ae 
F 2, 
X —21cosÀ : - - +e font À * (cosa + V sinh) dv, 
SAS u 
sn? — — sn? — 
wy ip Le 
sn cn a 
(ar) { Y=a2csina : +f pak =! (sin — V cosh) des, 
en? 2 4 
2 2 
lV u [42 u 
gn? sn—cn—dn 
7 2 we du 
- = [A UV, 9 2 & 
sn? — sn? — —sn°— sn 
2 2 


a . (42 Vv 
On pourrait, dans ces équations, remplacer = et = par deux autres 
42 
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cae Rei cs TN 
variables ¢ et x, à la condition de remplacer aussi > par 7 dans (18’); 


V et À deviendraient alors des fonctions de +. On pourrait aussi faire 

disparaître à, qui ne figure qu’en apparence, en se servant des rela- 
P » q 5 

tions 


ee CA 
sn (tz, Kaa cn (a, kK)’ 
ee kKy= cn (a, Ky’ 
: date) 
dn (ia, Kye nee 


Mais nous laisserons les équations de la surface sous la forme (21). 

Les équations (21) contiennent deux fonctions V et A de ¢, liées 
par (18’). On peut prendre arbitrairement soit V, soit A, et (18) dé- 
termine alors soit A, soit V. 


matin lt ray es 


IT. 
Mode de génération de la surface. 
Posons 
ht f sn"! (cosh + Vind) di = W, 
A fsn* — (sind — V cosÀ) de, = W,. 
La ligne de courbure (C), pour laquelle ¢,= const., est dans le 
plan 
(22) Y — W, = tanga(X— W), 


parallèle à OZ. Ce plan coupe le plan XOY, suivant une droite Ax qui 
rencontre axe OY en A, et l’on a 


OA = W,— Wtanga. 
Prenons sur Ax 


10 NE 
COS À 


Rapportons la ligne de courbure (C), dans son plan, à O'x et à O's 


à. Oe ee 
» ? ite Pa 


Sa dd red t à à né en Li) 
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parallèle à OZ. On a, pour les coordonnées de cette courbe, 
{ 1, 
(23) cosA cosa tes u 
a = 
ee Ds 


Done la forme des courbes (C) ne dépend pas de V: elles sont les 
mêmes pour toutes les surfaces pour lesquelles le module # a la même 
valeur. 

Cherchons la droite (D) suivant laquelle le plan de la ligne de cour- 
bure touche son enveloppe. Elle est définie par (22) et par 

NN) W tang), 
ce qui donne 


(24) X = (W’ tang — W;,) cos’ + W, 


et, en appelant M le point où (D) rencontre O'x, 


us ju JV sn? 22. 


O'M= —~ — = 
cos À cos À 2 


La courbe (L), enveloppe de O'x, a d’ailleurs pour équations (22) 
et (24) qui peuvent s’écrire | 
| Mesh sp" _ cos À + W, 
=) iv 
| X= FF Visn? as sin À + W. 


Cette courbe, dont la forme dépend de V, est quelconque; son ds 
diffère de la différentielle de O'M' de la quantité 
g=ds—d.0'M, 


de sorte que, si, O’x enveloppant (L), on veut que (C) engendre la sur- 
face cherchée, il faut que le plan de (C) glisse parallèlement a XOY 
de la quantité'g quand ¢, varie de dy,. 


La surface cherchée est donc engendrée par la courbe plane (C) qui se 
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déforme, quand +, varie, comme le veulent les équations (23), et dont le 
plan roule sur un cylindre parallèle à OZ et de directrice (L) quelconque 
située dans le plan XOY, en même temps qu'il subit parallèlement a XOY 
le glissement élémentaire g. 


Le lieu de O’ est une courbe (L,), ayant pour équations 


X = We 
Are 


On peut donc dire encore que : 


La surface cherchée est engendrée par la courbe (C), d'équations (23), 
variable de forme avec v,, dont le plan z0'x demeure parallèle à OZ, 
le point O' décrivant la courbe (L,) et la droue O' x s'appuyant constam- 
ment sur la courbe (L). 


IVe 


Cherchons si, parmi les surfaces trouvées, il y en a pour lesquelles 
les plans des lignes de courbure v,— const. passent par une droite 
fixe. 

Il faut et il suffit pour cela que la courbe (L) se réduise à un 
point, c’est-à-dire que les différentielles des coordonnées (25) de cette 
courbe soient nulles. Cela conduit à deux conditions qui, combinées 
entre elles, peuvent s’écrire 

ae (Vent) + sn? = 0, 
di — dv, = 0. 


En vertu de la relation (18’), la seconde donne 


tv 


1—=2:MV = ser 
sn év, 


d’où 
V=— — isnir,. 


Portant dans la première, il faudrait done que 


d à NC 
—— | sn iv, sn? + 


pg 
Ip + iusn*— =o 
api À C1 2 


pe nt 


(21/)4 Y=2 sin À 


SUR LES SURFACES ISOTHERMIQUES A LIGNES DE COURBURE PLANES, ETC. 333 


Or on reconnaît aisément que cette relation ne peut exister. Donc 
les surfaces trouvées n’en comprennent pas pour lesquelles les lignes 
de courbure ¢, = const. soient dans des plans passant par une droite 
fixe. 

Ce résultat nous conduira plus loin à énoncer un théorème. 


y. 
Surfaces (21) pour lesquelles k =1. 
Si £ =1, il vient 
% = tangh = 
PAG: DE 
I 


[42 [44 
en — = dn- = > 
2 ua 
cosh — 
2 


sn; —=tlang ":, 


“Vv ; Vv 
sn — =/tang —, 
2 2 
ACER ane 
2° a 4 
cos — 
9 
I 
14" M = ———_-: 
(a 2itang Pi 
A V ds, 
ae ~~ tangy, 
Pi 
tang = rn 
X = 2cosh — f tang* (cosh + Vsind) de, 


Pi , V1 2 (74 
2 A © = 
cos* — (tang = + tang b= 


4 


Pi 
tang a 


— tang? + (sind — V cos) dv, 
cos? 2! (tang? 1} tang?h ;) é 
2 2 2 


u 
tangh = 
pe = stl. 
A 291 7 =) 
221 — + tang*h — 
cos’ > (tang z gas 


Nous examinerons plus loin l'hypothèse # = o. 


Les surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes 
comprennent : 

1° Les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure d’un sys- 
teme sont dans des plans parallèles à un plan fixe et les lignes de 
courbure du second système dans des plans parallèles à une droite 
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VE 


Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes. 


x 


PP 


fixe. Ce sont les surfaces moulures de Monge. 


Il est facile de reconnaitre géométriquement que, de ces surfaces, 
les cylindres, les cônes et les surfaces de révolution sont les seules 


sur lesquelles les lignes de courbure puissent dessiner un réseau 1s0- 
therme; aussi n’est-ce pas de ces surfaces que nous avons à nous 


2° Les surfaces pour lesquelles les lignes de courbure de chacun 
des deux systèmes sont dans des plans parallèles à une droite fixe, 
les deux droites fixes qui correspondent aux deux systèmes de lignes 
de courbure étant rectangulaires. 

Celles des surfaces de ce second groupe qui sont isothermes ont 
leurs équations nécessairement comprises dans les équations (21). 

Les équations (21) supposent que les lignes de courbure du pre- 
mier système (¢, = const.) sont dans des plans parallèles à OZ; nous 
prendrons OY comme direction fixe à laquelle nous voulons que les 
plans des lignes de courbure du second système (u = const.) soient 
parallèles. 

Pour que ces lignes soient planes, il faut et il suffit, dans ces con- 
ditions, que l’on ait 


ov : 
7 = fonction de wu. 
Ov; 


Pour exprimer cela, le moyen le plus simple consiste à partir des 
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équations différentielles (19’), lesquelles donnent 


cosÀ(eiS + ei) — V sinÀ 


(26) = fonction de u. 


on, 
Or, si l’on pose 
u Pa 
sn = == 
2 
u mae Us ee B, 
cn = dn — en dn = 
2 2 


l'expression (11°) de e° fournit 


ig a — B ig +6 
(25) e eae e TETE À 


ce qui transforme (26) en Ja condition suivante 


a?(cosA — V sind) + B?(cosÀ + V sind) 


p 


Comme V et À ne dépendent que de ¢,, c’est-à-dire de 8, il faut donc 
que 


= fonction de a. 


V sind + cos À = oh 


(28) p 
V sink — cosA= 2B 16, 


A et B étant deux constantes absolues, réelles pour une surface réelle. 
On vérifie aisément que, quels que soient A et B, les expressions de V et 
de À tirées de (28) satisfont à la relation différentielle (18’); (28) dé- 
terminent donc les fonctions V et À dee, pour lesquelles la surface (21) 
a ses lignes de courbure planes dans les deux systèmes. 

A l'égard des constantes A et B, il convient de faire cette remarque 
que, pour une surface réelle, 1 — 4AB est positif; on tire, en effet, 


des relations (28), 
(1 + V2) sin?A =1— GAB. 


Avec la première des relations (28), l’intégrale qui se trouve dans 
la coordonnée X de la surface (21) se calcule immédiatement; elle a 


= 


pour valeur 
é ivy Ky ip . 8 te 

adi? f sn © pal at 
2 2 2 2 


~ 


iy haley aaeode, ivy à 
Acn?— dn? — — Bsn? — 4 
.A—BR? _. 2 2 2 
cosA = I —,——_ = 1 : : = > | 
IG} AA UP; WW, 
sn —— cn — dn — 
| 2 2 2 
il vient 
LUI Ue, iv 
A cn*— dn? — — Bsn? poke 
Kee à - + 2 À k%sn? —*. 
SIN | 2 
SD eas 


Un caleul facile permet d’écrire X de la manière suivante 


iv u u u 
sn? — A cn? - dn?- — Bsn?— 
2 2 2 2 “à 2 À a 


oS 


: U u 
sn? — sn? — — sn? — sn? — 
2 2 2 


Cette expression, comparée à celle de Z, montre que 


x 2A 2 — du 
sn? ! sn? © 
2 2 
(29) a 


u [44 u a [74 ll 
A cn? — dn?— — Bsn?— sn— cen — dn — 
2 2 2 2 2 2 


Les lignes de courbure u = const. du deuxième système sont donc 
bien dans des plans parallèles à OY. 
On a, en définitive, comme coordonnées de la surface, 


/ 
te iv wy 
sn — en — dn — : 
, 2 iv 
Ree AL COS A page eee es eI ent 2 
im ,u 2 
2 2 


wy, «oy 


iy 
sn — cn — dn — on 
sty 2 inte 
(30) {Y =aisina + k* | sn? — (sind — V cosa) dey, | 
2 Pi a U 2 
s 
Ll ut u u 
2sn?— sn—cn—dn 
ate A 8 du 
lh = - 
er iy u 
sn? — ni Les, 2 sn? # 
2 2 > | 2 


ee Lu 4 td da 
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les fonctions V et À devant être remplacées par leurs expressions tirées 
de (28). 

Nous savons déjà que les lignes de courbure ¢, = const. des sur- 
faces (30) ne peuvent passer par une droite fixe. Il en est de même 
des lignes de courbure uw = const.; sans cela, en effet, d’après l’équa- 


: du . . Aa 
tion (29), , Serait exprimable algébriquement au moyen de 
2 


sn? 


“tt nr 7 ë ñ À A; 5 A 
sn — considéré comme la variable; or il ne peut en étre ainsi, car, si 
du : 


u eo As SR 1 = 
l’on pose sn= = x, - est une intégrale elliptique de troisième 
SD? — 

2 


espèce. 
Vis 


Classement en deux catégories des surfaces isothermiques 
a lignes de courbure planes dans les deux systémes. 


Nous avons rappelé plus haut que, abstraction faite des surfaces 
moulures de Monge dont nous n’avons pas à nous occuper, les sur- 
faces & lignes de courbure planes dans les deux systemes ont, pour 
chaque système, leurs lignes de courbure dans des plans parallèles à 
une droite fixe. 

Ces surfaces peuvent être regardées comme engendrées de la ma- 
nière suivante : 

On prend deux coniques focales l’une de l’autre et situées dans deux 
plans rectangulaires; on considère deux sphères dont les centres dé- 
crivent respectivement ces deux coniques et dont les rayons varient 
suivant deux lois quelconques; le plan radical de ces deux sphères 
enveloppe la surface demandée. 

Les deux coniques focales peuvent être : 

1° Une ellipse et une hyperbole; 

2° Deux paraboles. 

Pour les surfaces 1°, l’équation du plan tangent peut être ramence 
a la forme 


(31) [ua—e) Vin a+ )IX +eY —t=f(t) + (2), 
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Le 


et pour les surfaces > à OLA ECS, 1 de fe be Nh a 
(32) Ga o)X —ar¥ + 20h Be eee +4 


a4 


Let 7 désignant les paramètres des deux systèmes de ligne: our 
bure, p. étant une constante arbitraire et f, ? deux fonctions a bint. 
traires. ENT 

Je vais démontrer que l'équation du plan tangent aux surfaces Go) 
a la forme (31) quand les constantes A et B contenues dans (28) sont — 
toutes deux différentes de zéro, et la forme (32) quand on a soit A = a 
SOltsb == 6: 

En effet, supposons d’abord A et B différents de zéro; les coeffi- 
cients des coordonnées courantes dans l’équation tangentielle des sur- 
faces (30) sont proportionnels a 


OY 0Z OL ay 


du Ov, du 0, 


sc 6 OOS) 00 06) 0) ee a se 


Or les dérivées ee is 
Ou ov Pi 


différentielles (19’) et il vient 


- se irent immédiatement des équations 


OO TL NOY ; V cosa 
de Oyj dado aS Te ger eee nee 
(33 OL ox — ox OL = cosh = ae eft + ere), 
) | 


Remplaçons e’, e-* par leurs expressions (27) en « et 8; puis, dans 
le deuxième coefficient, À et V par leurs expressions tirées de (28); 
divisons ensuite les trois coefficients par 


(34) _ 2t8V(A + Ba?) 
SRE VAAB (a? — 6?) 
posons enfin | 
a A rq 


A+Baæ (FAB 
I by | 
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tout calcul fait, les trois coefficients prendront la forme 


L 1 ee AR we 2 
rap (can 1) 


Ts 
— ft. 


Il n’y a plus qu'à poser TS — y. pour obtenir les coefficients du 
premier membre de l'équation (31). 

On voit que, tant que A et B sont tous deux différents de zéro, les 
surfaces (30) appartiennent à la première catégorie (31). 

Supposons maintenant A = 0. 

Dans ce cas, on prend comme diviseur des coefficients (33), au 


lieu de V'expression (34), la suivante 


iBa? BV 
42 6? ° 
et l’on pose 
Mate Fab 
Bao Viens 


ce gui donne 
tt Ty 


— 2T, 


D, 


c’est-à-dire les trois coefficients du premier membre de l'équation (32). 
Si A — 0, les surfaces (30) appartiennent donc à la deuxième caté- 
gorie (32). 
Supposons enfin B = o. 
Il suffit alors de prendre comme diviseur des coefficients (33) 


et de poser 


pour retrouver encore les trois coefficients de l'équation (32). 
Ainsi B — o donne aussi des surfaces de la deuxième catégorie (32). 


ae 


k 


ces iso othermiques à ali gnes de cour 
| pens lesquelles / 


“ae ; ore ; 
LR . sil ‘on fait 4 = 1, les relations ( 28) et les 6 equations (30) de 
7 Le : ‘ an | aa Ye 
(28) | cosh + V sin} = RTE A AE à HS 


| cost — Vsint =B sine. 


pue 
tang + 
ARR 


D ; (à | a: 
ARE X = 2¢0sA — —2Atang*=, | aie. 7 


v CE u\ 
cos? — (ang: — + tang*h =) 
2 2 2 


lang — . 

(30') { Y=a2 sin —— — f tang? “(sind — VcosÀ) dry, | 
ne cos? + (tang? — + tang’h “) : 
2 \ 2 DY 4 


“— 


tangh > a à 


; — We 
cos? “1 à (rangs 2 + tang?h — :) 
7 . + 

Si l’on fait, par exemple, A = o et B = 2, il vient 
COSA = sin Pi. 


On peut prendre 


sinA =— cos, 
ce qui donne 
V =— cot langA = tang, Ni 
ay pere (CA | 
| oe lang 5" 3 1+ tang — 
frange (sink = V cosh) de, = ————— =— alang— + log ———__*.. 
2 COS? “2 : LR 
1 — tang 4 
É On a d’ailleurs 
, de 
: dv,= -—— = cose, dv, (S 


2 | ; VE LE 
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d’où l’on déduit 
tang _ —=tangh . 
Cela posé, si l’on ajoute à X la constante — 2, si l’on remarque que 
ip tangh = 


OS a ae ear 
r-— tangh — 
2 


et enfin si l’on pose 


u 
tangh — =—£, 

2 

v 
tangh- —=7, 

2 


on obtient, pour la surface, les équations tres symétriques 


T° + do 
- I+T otr(i+ 
(35) Y — log mt 
I—T T° + l? 
É pte ff ST ce 
; Lz log oe as aa 
| 1—t + P 
: i+¢ 


à À Te 
Quant ae”, on trouve qu’il a pour valeur =? de sorte que le ds? 


de la surface a pour expression 


; + 27° \? : A 
ast = (ETS) (aut + de) 


ee i Sk a dt? dr? 
SeGaee ae Tor}, 


De la symétrie des équations (35) il résulte que les lignes de cour- 
bure planes des deux systemes ont la méme forme qui est celle de la 
ligne (C) ayant (23) comme équations, quand on suppose £=Ax, On 
voit, de plus, que le plan Y = Z est plan de symétrie pour cette Sul” 

4 face, laquelle possède dans ce plan la droite X — 0. Enfin, A étant nul 
pour la surface (35), les deux coniques focales qui servent à sa géné- 
ration sont deux paraboles. 


ou 


- 


P. ADAM. 


k Lu 
Revenant aux équations (30°), on reconnaît, comme dans le cas 

néral où & est <1, que les plans des lignes de courbure ne peuvent, | 

pour aucun des deux systèmes, passer par une droite fixe. 


IX. 


_ Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans un système, 
pour lesquelles =o. 


Si #— 0, l'équation (7) donne UU, — o, ce qui exige soit U = 0, 
soit U, =o. On ne peut alors conserver les expressions (8) qui don- 
neraient à la fois U = U, = o. 

Il faut donc reprendre le calcul dans les deux hypotheses U = 0 et 
RESTE 

Première hypothèse : U, = 0. — Dans cette hypothèse, qui doit nous 
donner en particulier les cyclides de Dupin ('), la fonction À de u et 
de ¢ doit satisfaire encore à l’équation (5) 


DRE Othe 
() au * Oot — 


et à l’équation (4), qui se réduit ici à 


À : as A , 
(4’) 3 ar . < 


La variable ¢, est, comme dans le cas général, définie par 


dy 


doy —--—: 
i+ VY? 


L’équation (5) donne 


eh = f(u+ iv) o(u— iv), 


| 

(1) Les nas de Dupin ayant, en effet, leurs lignes de courbure planes dans les | 

deux systèmes et isothermes, doivent satisfaire à l'équation (3) 4 
oh | 
ER, =Ue'+, eh; 


et il est facile d'établir que U; = 0 pour ces surfaces. 
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d'où | 


oh 
Se Jen 


Il faut done, pour satisfaire à (4°), que 


of + foe =—U, 
c’est-à-dire 


Of £9 == 
Cela exige 
aes te oe at 
AS oe 


a désignant une constante réelle ou purement imaginaire. 


Il vient ensuite 
Va Ge Fo b2, 


b désignant une constante réelle ou purement imaginaire, et 


De 
je = sina (u + dei). 


On aura de même 


or. : 
= =sina(u — ii); 


d’où, en laissant de côté le produit be, qui donnerait une surface 
homothétique à celle que nous allons trouver 


a? 


I 
in ees —— — : 
Jo sin a(u + ii) Sina(u — 17) 


Cette forme de e* nous conduit à introduire, comme dans le cas 
général où U et U, ne sont pas nuls, une fonction ¢ définie par 


h+ic 
Ds a 
(a 2 = a mec Le ee 

sina (u + 1%) 

de sorte que . 
zie sina(u — 1%) 
— sina(u + if) 

et ; 
Oc oh asin2au ? 


Adu ie) sia usr iv,) sina(u— iv) 


ue ai | on 


de —Meis+ Net, 
dr, . ‘ 


al 


M et N ne dépendant que de ¢,. En identifiant, on trouve 


— a = % 
7 sin2ai, 


D’après ce que nous avons exposé précédemment, ce résultat signifie” : 
que les plans des lignes de courbure de la surface cherchée enveloppent 
un cylindre et que les équations (18°) et (19) s'appliquent au cas 
actuel. 

On a done 


2aiV dés, 
sin2aiv, 


(18”) dh = 2iMV dr, = 


ees ee (ere a Os eh—is re. —ehV sinÀ dv,, 
(19°) Ve ce (Para ae — eh-is gq“ me + el V cosh dv, 


ee ie 
2 


: AT + gris ght is + eh=is d 
En remplaçant dans ces différentielles e4+#%, e-{5, el par leurs 


valeurs et en intégrant, il vient pour les coordonnées de la surface 
changées de signe 


: sin2 air, 
= QG COS 
4 COS 2 ai, — COS2 au 
( ray sin2alv 
(36) Y = aisinÀ : 


COS 2 ai, — COS2au 


sin2 au 
COS 2 aiP, — COS2 au” 


N 
Il 


où À doit être regardé comme une fonction quelconque de ¢,. 
Si a n’est pas nul, on peut faire 2a = 4 et remplacer X, Y, Z par 


ae 
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leurs moitiés, ce qui donne 


sin ly, 


XN=7 cosh =>, 
COS Pi — cosu 
ve Sindy, | 
x c Y =7 sink ———"—, 
Ke | cosiv,— COS & 
_ sin w 
E- Le 


Cosi; — COSU : 
Sia tend vers zéro, les coordonnées de la surface deviennent 


__ #1 cos À 
À Tu+ pi” 
Be - _ 9 sink 
0 Das ; are es 
= GS mi RTS 
 - u?+ vi 
a Les équations (36) comprenant les deux cas ao et a — 0, nous 
les garderons sous cette forme. 
Les lignes de courbure ¢, = const. de la surface trouvée sont dans 


# des plans 
0 Y =X tanga, 


1 passant par l’axe des Z. Il est facile de voir que ces lignes de courbure 

sont des cercles ayant leurs centres dans le plan XOY et que a — 0 
correspond au cas où tous ces cercles sont tangents à OZ; le lieu des 

| centres de ces cercles est une courbe quelconque, parce que À est une 

= fonction quelconque de ¢,. 

| Si une surface admet un système de lignes de courbure planes dont 

les plans passent par une droite fixe OZ, les lignes de courbure du 

second système sont tracées sur des sphères ayant leurs centres sur 

_ cette droite. 

a Cela se vérifie dans le cas actuel. 

En coordonnées cartésiennes, les surfaces (36) ont pour équation 


N2 1 VE 7? = x/(x) + const., 


f désignant une fonction arbitraire. 
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de chercher calles ee wi (30 36) 7 


comme nous l’avons fait pour obtenir en général les surfaces isother- 
miques à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. On trouve 
que les deux fonctions A et V doivent être définies par 


V sina — cosA cos2aiv, — aAïsin2aiv,, 


V sind cos2aiv, — cosA= aBisin2air,, 


A et B étant deux constantes quelconques réelles pour une surface 
réelle. 

Comme dans le cas général où U et U, sont tous deux différents de 
zéro, on reconnait que, si A et B ne sont pas nuls, les deux coniques 
focales l’une de l’autre qui servent de base à la génération des cyclides 
sont une ellipse et une hyperbole et que ces dus coniques dégénèrent 
en deux Os sil’onaA=oouB=o. 


Deuxième hypothèse U = 0. — La fonction satisfait toujours à l’équa- 


tion (5) | 


» 


ie Ph Ph 
| qui | dv? Fr 
et à l'équation (4) qui se réduit ici à 
(4") oe = Ue", 
et l’on a : 
re dv 
Vi+ Vy 


L’équation (5) donne 


et = f(u + in) o(u— iv), 


E PLANES, ATOS Sie 
Fe | | — A 


satisfaire à (4°), que 


; + 4 ef + fe = ur, 
et oy L Las Fo 


… : 


ie A = 


- 
e ‘ " 


672: x 
- f= a sina(u+ i), 
Fh Gi es ? 
< 9 = 7 sina(u— irs), y 
ae 


= Le es | er 5 = 
res sina(u + ip) sin a(u — i). 


h+is - 
Cn = sina(u Eu), 


i sina(u + 1%) 
sina(u — 19) 
Gags OL EE" asin2au 
0, Ou ~ sina (ue én)sne(u— in) 


‘Cherchons si l’on peut poser 


1108 . ; ae — Meio + Neris, 
« Ê ev, Pi 
Met N ne dépendant que de »,. En identifiant, on trouve 


4 | a 
se J 7 | = i 2 
| sin 24if 


; a Par ‘suite, les lignes de courbure ¢, = const. de la surface cherchée 
CURE Ue un eylindre et les équations (18’) et (19) s'appliquent 


— 
oe , 
De 
> > 
7 
; à ’ 7 
rt É « 
A “ a = 
. F Dir 
ee D” oS. . 
a 2 > s . ¢ Ed 
& ae oe r on a 
- DE TT gs — 
S OR. rae — oo | 
FC Cu a= 
- pm ——— A 7 y 
a eas LÉ 
à > 4 


Bhd a MA va 


[x= (etre ate _ ne SL 
Kes ash 


- à us 


. 


es ie rue GEE a, aie Swat Es) a em dos, ' 
i 


ay phe"! + fe, FUN Viet 
| o 


: ae 


> oe 


Supposons d abord 20 0 ‘+ 


En remplaçant dans les différentielles (19/) e**"7, e*-# ete” par leurs #4 
valeurs et en intégrant, il vient pour les coordonnées de la surface << 


multipliées far ha? 
t à : i : à “lS 
A a Cosh COS 2.au Sin 24i, — = { (cosh — V sind cos2 aiv,) d2aiv,, 
ie CNE Û . : 
se 7 SinÀ cos2au sin 2 ais — = JS sind + V cosÀ cos2 aiv,) d2aiv,, 


I 5 . 
LES = (2au — sin2au cos2aiv,). 


Dans ces équations, a ne figure que multiplié par w ou par ¢,, ou 
comme diviseur des seconds membres; on peut donc donner aa telle 


valeur que l’on veut et, en particulier, la valeur 53 side plus on divise 


les seconds membres par 2, les équations prennent la forme 


| X —— cosa cosiu sinv, + f/(cosà — V sind cose,) de, 


Y =— sindcostu sine, + f( sind + V cosa cose,) dey, 
Z=u-+ tsiniu cosy. 


(37) 


En second lieu, supposons que a tende vers zéro; il vient alors 


eh= w+ pa, 
h+ic 
C2 a) EU A Ie), 


i 
me 


ES 


s 
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et les coordonnées de la surface ont pour expressions 


i X= ¢,u? cosh — [vi (cosa + V sind) dr,, 


(38) Y= 9,u* sind — for(sind —- Vcosa) dy, 
3 
= + — uvi. 


Dans (37) et (38), on doit regarder À et V comme deux fonctions 
de ¢, assujetties à la seule condition (18”); on pourra, par exemple, 
prendre A arbitrairement et (18”) donnera V par une simple différen- 
tiation. 

En raisonnant comme dans le cas général où U et U, ne sont pas 
nuls, on verra que : 

1° La ligne de courbure (C) pour laquelle ¢, = const. est dans le 
plan parallèle à OZ 


(22°) Y — W,=tanga(X — W), 


W et W, désignant les 2 contenues dans X et Y, pour la surface (37) 
ou la surface (38); 
2° Que cette ligne de courbure a pour équations dans son plan 


x= cosiu sin?;, 


Seep Se 
a — Lis 


pour la surface (37), et 


pour la surface (38). 

La ligne (C) a donc une forme indépendante de V. 

Quant au cylindre enveloppe du plan (22°), sa directrice (L) est 
quelconque parce que V est quelconque. 

Enfin, en opérant comme dans le cas général de U Ao et U, #0, on 
reconnait que la directrice (L) ne peut se réduire à un point pour au- 
cune des surfaces (37) et (38). Ce résultat, rapproché de ce qui a été 
dit précédemment, permet (en laissant de côté bien entendu les surfaces 
de révolution) d’énoncer ce théorème : 


Les seules surfaces isothermiques a lignes de courbure planes dans un 
système pour lesquelles les plans de ces lignes de courbure passent par une 
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droite fixe sont les surfaces pour lesquelles U, — o; elles ont les équa- 
tions (36) et leurs lignes de courbure planes sont des cercles. 


Cherchons, parmi les surfaces (37), celles qui sont à lignes de 
courbure planes dans les deux systèmes. Il faut pour cela que l’on ait 


ox 


= fonction de u, 


OPE 
ce qui conduit aux deux relations suivantes en A et V 


{ VsinÀ — cos cosv, — Asine,, 


(3g) | Vsind cose,;— cos = Bsiney, 


A et B étant deux constantes quelconques. 
Les expressions de à et V tirées de ces deux relations et portées dans 
les équations (37) donnent 


! X = B(costu + cos p,) — A cosiu cos, 


Y= ( suse cosiu) Vsin?r,— (A cose, — B}? 


1 + A? 
(40) is At Bt (1 + A2) cos v, — AB 
Le ———— are cos re 
(1+ A°)? Vi+A"— Bt 


Z=u—isiniu cose, 
en remarquant que 1 + A*— B? est positif pour une surface réelle, 
car des deux relations (39) on tire 
(1+ V?) sin?A =1-+ A?— B?. 
Les valeurs de X et Z montrent, de suite, que les lignes de courbure 


u = const. sont bien dans des plans parallèles à OY. 
Calculons ¢, en fonction de » au moyen de l'équation différentielle 


et des relations (39); on obtient 


eV1+ A? __ (t+ A*)cos¢,— AB 


cos ———— — ———— — 
V1 + A?— B? Vi+ A?— B? 


—— 


Fe ‘ Q i c THT 4 r : 
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Cette relation permet de remplacer ¢, par ¢ dans les équations (40), 
_ ce qui donne 


= B Avis A?— BR? ry ata A 
xX ( vi cos evi A ) eosin 


| 1 + A? 1 + A? Viet: 
HN TE EE 
+ By A? B oa oVi+A : 
ES RER Vi+ A? B? 
a (41) Bede te a: 
x | 2 Be are ae se pe 
2 ve Gee cree iu) Mle ey Ae eva Be 
Be . 1 + A Vi + A? Vi+A?—B? 1 + A? 
Be | AB 1+ AB: DEUX 
“a Z=u+ ae aa A na cos pe ea tsin cu. 
ee 1 +- A? 1 —- A? Vi + A?— B? 
a Si l’on fait B = o et si l’on pose —_— =A, on obtient les surfaces 
3 Fee VF 
a minima d’Ossian Bonnet 
a X= V1— A? cosv cosiu, 


Y = hp — sine costu, 


Z= u + 1h sincu cose. 


24 Passons maintenant aux surfaces (38) et cherchons celles de ces 
D. surfaces qui sont à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. 
On trouve les deux relations suivantes entre V et À 


De cosÀ — VsinA=2A%,, 


ci <a) | cosÀ + V sind = & ) 
4 \ 1 
“2 et les équations de la surface deviennent 
a X = u2(Av?+ B) —Be?, 
a - — 1 —2AB ; 292 2 
2 Y= w/o? — (Avi +B)? + peas — 4 AB — [2A?9?—(i1— 2AB)] 
S (43) ~ ;—4AB : . 2A?0?—(1—2 AB) 
3 ee ate a ge AB are sin ke ’ 
MT 3 _ > _ 
D LL a — uv}, 


en remarquant que 1 — 4AB est positif pour une surface réelle, car des 


relations (42) on tire 


ae : 
a 7 réel a = 
sé . ; 
FLE A + 
f ~ 


4 a ee 


Dé. 


re AUS 


(1+ V?)sinÀ=1— TE ; 
Les valeurs de X et Z montrent de suite que les lignes 
u = const. sont dans des plans parallèles ? ON 
Calculons yen fonction de » au moyen de l'équation anne 


ae - et des relations (42); il vient 


1—2AB  yi—GAB, 2Ae 


(44) PÉDALIER TUE Vi--£AR. 
ce qui transforme les équations (43) en les suivantes 


| u? 2Av 
: N— LÉ = AD Bin See ue = — 
x LU Syn EAD 


= = | > ir - q 
Se (w+. Lies is) V1 4AB os 2A ih PVE 7 
2 Ae 2A Wei 2A 


. 3 ' Av 
A ee ad TA I— FERA ne || 
Pr sut M Vi—4AB 


Si l’on remplace u et » par Bu et Be, puis qu'on divise les seconds 
membres par B* et qu'on appelle m le produit AB, ces équations 
prennent la forme plus simple 


ue “Saye ue 29 
= (uvre ri sin ar 


29% Vi— 4m 
ey Dre 
(45) Y = (2m? u?+ 1— 2m) vi= 4m SR Pete D Set LE he LE a 
km Vi—4m 2m? 
us ‘ u * 2mv 
Lig gp (ima 1— 4m sin |: 
à Vi—4m 


Considérons, en particulier, le cas A=o. La relation (44) et les 
équations (43) et (45) tombent en défaut, et il faut reprendre le 
calcul. 

Les relations (42) deviennent 


(46) oB 


cosA — V sin} =o, 
cos VisinaAc ——» 
A 
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et l’on trouve, pour les équations de la surface, 


XD Oi) 


2 AR 
(47) (a TE) iB 
= 3 3 
== + — up}. 


La relation entre 9, et ¢ prend la forme 
v= p?— BY, 


de sorte que les coordonnées de la surface s’expriment de la manière 
suivante en uw ety (a des constantes additives près et en changeant Z 
en — Z) 

X = B(u? — ¢?), 
3 
a? 


u3 
Z = u(e?+ B?) — ay 


Yee ee—- b? )— 


C’est la surface d’Enneper, dont les équations se simplifient en 
remplaçant wu et ¢ par Bu et By et divisant les seconds membres par B°: 


Meee", 
3 
Y= 0-1) = 3? 


Due Rs) 2 
On reconnaît sans peine que, pour les surfaces isothermiques à 
lignes de courbure planes dans les deux systèmes (41), (45) et (47), 
les plans des lignes de courbure de chaque systeme ne peuvent passer 
par une droite fixe. 
Ce résultat, rapproché de ce qui précede, donne le théorème sui- 


vant: 


Les cyclides de Dupin sont les seules surfaces isothermiques a lignes 
de courbure planes dans les deux systèmes pour lesquelles les plans des 
lignes de courbure de l'un des systèmes passent par une droite fixe. On 
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sait d’ailleurs que, pour ces surfaces, les plans des lignes de courbure. 


passent, pour chacun des deux systèmes, par une droite fixe. 


A l'égard des surfaces isothermiques à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes pour lesquelles U = o, on peut s'assurer encore 
que les deux coniques focales qui servent de base à leur génération 
sont une ellipse et une hyperbole quand A et B sont tous deux diffé- 
rents de zéro, et deux paraboles si A= o ou B= o. 


On a donc, en particulier, deux paraboles pour les surfaces mi- 


nima d'Ossian Bonnet et pour la surface d’Enneper. 

Il convient enfin de remarquer que les surfaces (36), pour les- 
quelles U, = 0, peuvent se déduire des surfaces (21) en faisant tendre & 
vers zéro; mais qu’il n’en est pas de même pour les surfaces (37) 
caractérisées par U = o. 


x 


Surfaces à courbure moyenne constante et a lignes de courbure planes 
dans un systéme. 


Les surfaces & courbure moyenne constante ont leurs lignes de 
courbure isothermes. 

Les surfaces à courbure moyenne constante et à lignes de cour- 
bure planes dans un système sont donc comprises parmi les surfaces 
qui font l’objet de ce Mémoire. 

Je vais d’abord montrer que, pour les surfaces cherchées, les plans 
des lignes de courbure du premier système (e = const.) enveloppent 
un cylindre. 

Le ds? de ces surfaces pouvant être mis sous la forme introduite par 
M. Darboux dans son Mémoire 


ds = e** (du*+- dv?), 


les rayons de courbure principaux R et R’ ont, en chaque point (wu, ¢) 
pour valeur 


q et p, étant deux des six rotations. 
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Nous voulons que 


À Lea 2 
R So R = D5 
c’est-à-dire 
, INT Rue 
(48) a =— 2a’, 


a désignant une constante réelle ou purement imaginaire. 

Nous laisserons de côté le cas a=o.Si, en effet, a est nul, ona 

R+R’= oetil s’agit alors de chercher les surfaces minima à lignes 

de courbure planes dans un systeme. Or ces surfaces sont connues : ce 

sont les surfaces de Bonnet qui ont leurs lignes de courbure planes 

dans les deux systemes. On vérifie d’ailleurs sans peine ce résultat. 
Soit donc a #o. : 
Si l’on remplace, dans |’équation (48), p, et g par leurs expres- 

sions (1), elle prend la forme 

a © oh — . Me | 


Vv ] (ol 


On a donc, en intégrant, 


(49) a [en fe (u)1= Ver Ds 

f?(u) désignant une fonction de u, et, en intégrant une nouvelle fois, 
le 

(50) ef (u.) tang Jemaary [F> 


9 (u) désignant une seconde fonction de w. 
Il faut, d’après l'équation (4), que 


oh a Ue + es 
du 
c’est-à-dire 
Oh : 
e” 1 Les Ue? + U.. 


Or on tire de (50) 
en Ot = j'(utang [ou + ern [5 | 
+ f(u) four an fF } i+ tang? Lecu)+ tn) [+] 
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à ie . ; 
Si l’on compare ces deux expressions de aos on voit qu’il faut et 


il suffit, pour obtenir une surface répondant a la question, que l’on 
ait 


Uf? tang? (eras f[%) +0 
an eee) 
| +s(+er [F) [1+ tang (e+ rr (TT 


uels | _ soient uw ety, ou u et ra 
q q , Vv 


Si l’on supposait f'(u) 0, [+ figurerait dans (51) isolément et 
sous le signe tang et l’on aurait Tee fonction de u, c’est-à-dire | 


de ‘ sys : ; ee 
[+ = const., c'est-à-dire enfin e* = fonction de u, ce qui conduirait 


à une surface de révolution. | 
Laissons ce cas de côté et soit f’(u) =o, d’où f = une constante m; | 


(51) ne contient plus [+ que dans tang?; il faut alors que (51) ait 


lieu quel que soit tang?, ce qui donne 
Umnt= mo'(u) = U:, 


Le rapport de Ua U, doit donc être constant. Mais les expressions (8) 
de U et de U, montrent que cela ne peut avoir lieu que si w =o, et 
nous savons qu’alors les lignes de courbure » = const. enveloppent un 
cylindre. 

Ainsi : 


Quand une surface a courbure moyenne constante a ses lignes de cour- 
bure planes dans un système, les plans de ces lignes de courbure envelop- 
pent un cylindre. 


Prenons pour U et U, les valeurs (8). Cela exige que l’on fasse 
m? = — 1, 


m = 1. 


aye : 0h. 
iia hoy eyed 
: Me (¢ ) Oe” 


a] placedevlavariable vy, liéeag D dv, = de 


Vive 
Ree ey ok, 
Jin Vi ne Vin £0) 


PS ae 5 (i) 
a 2 2 
(=) ae} 

ti a 


—— 


{laquelle peut s’écrire 


ce 
| Ay 2) 1— kK? sn? = eee 
Bron A ; j | 2 
(53) : eh — 7 a . 
ey 
Pines ca ; ; k (sn? — sn* <1) 
Fer 


Si l’on porte cette expression dans (52), u disparaît et il reste 


= y 2” 
VAT, ne ; V — 2a? 


£ Vive Aisnin 


RE 


Nous avons posé plus haut 


oa sa 
enr * ra i i A 
LS d r = + — =— 20’, 


_— - . R R' 


= Ai ta & VD 
pour la commodité du calcul. 
___ Posons maintenant 


a Uf ee 
nc wae Ree “at 


| c’est-à-dire remplaçons — 2a? par; il viendra 


ANUS 
BV 


— akisntw, 


as 
2 
= 
at 
; a 
FS 
er — - 
r > PTT. 
£ = ant, 
me aw ¥ er 
Des A pe A 
PE / - = “4 
“ es: rw 
lee i I A 
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I 
/ 2— __ _____________. 
(94) à 1 + d'Atsn'iv, 


La fonction À se déterminera ensuite au moyen de l’équation diffe- 
rentielle (18) 


(18!) di = 2iMV dv;, 


avec 
I 


| 2Sn ly, 


Connaissant V et A, on les portera dans les équations (21) qui re- 
présenteront alors les surfaces à courbure moyenne constante et a 
lignes de courbure planes dans un système. 

Si l’on voulait chercher celles de ces surfaces dont les lignes de 
courbure sont planes dans les deux systèmes, il faudrait identifier 
l'expression de V tirée des relations (28) avec l’expression (54). On 
trouve que cette identification est impossible. Done : 


A part les surfaces minima de Bonnet, il n'existe pas de surfaces à 


courbure moyenne constante et à lignes de courbure planes dans les deux 
systèmes. 


Dans tout ceci, nous avons laissé de côté le cas où la fonction f(u), 
au lieu de se réduire à une constante m différente de zéro, serait nulle; 


dans ce cas, en effet, l'équation (49) donnerait pour “une expres- 


sion de la forme Ue’ et la surface cherchée rentrerait dans la caté- 
gorie des surfaces (36) à lignes de courbure circulaires dans un sys- 
tème. Or il est facile de s'assurer, soit géométriquement, soit par le 


calcul, que la sphère est la seule de ces surfaces qui soit à courbure 
moyenne constante. 


SUR LA RÉDUCTION 


D'UN 


: SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE 


A UN 


SYSTÈME LINÉAIRE ET COMPLÈTEMENT INTÉGRABLE 
DU PREMIER ORDRE, 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


Dans deux Notes communiquées à l’Académie des Sciences (28 mars 
1892, 27 février 1893), et dans un Mémoire ayant pour titre: De 
l’Existence des intégrales dans un système différentiel quelconque (An- 
nales de l'École Normale supérieure, 1893), j'ai montré comment on 
peut, de deux manières différentes, mais toujours par de simples ré- 
solutions d'équations, combinées avec des différentiations, ramener 
un système différentiel quelconque à une forme complètement inté- 
erable, que j'ai nommée harmonique ('), et dont l’ordre est générale- 
ment supérieur à 1. Cette première réduction une fois effectuée, on 
peut, comme j’en ai acquis récemment la certitude, en effectuer une 
seconde, et ramener, par de simples différentiations, un système harmo- 
nique et complètement intégrable d’ordre quelconque, à un système 
harmonique et complètement intégrable du premier ordre, possédant 
en outre la forme linéaire par rapport aux dérivées des fonctions incon- 
nues. Ce nouveau résultat, dont l'exposition détaillée constitue l’objet 
du présent Mémoire, a été communiqué à l’Académie des Sciences 


(1) Nonobstant cette dénomination d’harmoniquc, il n’y a rien de commun entre les 
recherches d'Analyse générale dont je m'occupe actuellement et la théorie d'une certaine 
équation aux dérivées partielles du second ordre, dont la considération est souvent usitée 
en Physique mathématique. 
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dans la séance du 24 avril 1893; il m’a permis, cela va sans dire, de 
simplifier dans une mesure considérable ma première démonstration 
de la convergence des développements des intégrales. 

J'aurai souvent à m’appuyer, dans le cours de ce travail, sur les ré- 
sultats qui font l’objet de mon dernier Mémoire (De l’Ewistence des 
intégrales dans un système différentiel quelconque) : les chiffres suivis 
d’un astérisque renverront le lecteur aux divisions du Mémoire dont 
il s’agit, et les chiffres non suivis d’un astérisque à celles du présent 
Mémoire. 


Systèmes harmoniques. — Conditions de passivité d'un système 
harmonique. 


1. Voir les n°° 1* à 13* du Mémoire cité plus haut (Annales de l’École 
Normale supérieure, p.65 à 86; 1893). 


Existence des intégrales ordinaires dans un système harmonique, 
passif et linéaire du premier ordre. 


2. Lorsqu'un système différentiel du premier ordre est harmonique, 
passif et linéaire par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, il 
admet un groupe d'intégrales ordinaires (2), et un seul, répondant à 
des conditions initiales données (8°). 


Pour établir l'existence du groupe unique d’intégrales dont parle 
l'énoncé, il suffit, comme nous l'avons dit ailleurs (8*, II), de prou- 
ver la convergence des développements de ces intégrales. L’artifice 
employé, pour certains systèmes du premier ordre, dans un Mémoire 
publié par M. Méray avec ma collaboration (*), m’a suggéré la démon- 
stration suivante. 


I. Définition des majorantes. 
Voir 15*, I (Annales de l'École Normale supérieure, P. 124 ; 1893). 


II, Soient f(x, y, ...) une fonction olotrope à l'intérieur d’un sys- 


— 


(1) Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d'un ve d’é- 


quations différentielles partielles (Annales de 1 École Normale supérieure, p. 47 et sui- 
vantes ; 1890), 


— 


a à. . 
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teme de cercles de rayons Ry, Ry, ..-3 æ,, Voy ... des valeurs particulières 
intérieures aux cercles dont il s'agit; r une première quantité positive in- 
ferieure aux différences R, — modx,, Ry — mody,,...;« une deuxième, 
positive ou nulle, quelconque d’ailleurs ; M une troisième supérieure à tous 
les modules que peut acquérir la valeur de f(x, y, ...) à l’intérieur et 
sur les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de xq, 
Vos: =. Comme centres; G, y, ... des constantes positives au moins égales 
a “5 enfin m un entier positif, 
Cela étant, la fonction 
M + a 
PENSER ENS EE 


est majorante pour f(x, y,...) relativement aux valeurs æ6, Yo; -- 


Voir 15*, II (Annales de I’ Ecole Normale supérieure, p. 124 et 125; 
1893). 
IU. Si l’on designe par u une fonction inconnue de la variable indé- 
pendante x, par U, (æ, u) une composante donnée, olotrope à l'intérieur 
d’un système de cercles, et par xs, Uy des valeurs intérieures aux cercles 
dont il s'agit, l'équation différentielle 
du 
— = U d, U 
dx 1 ( 3 ) 

est identiquement vérifiée par la substitution à u de la somme d'une série 


entière en æ — Xo, se réduisant à Uy pour © = Lo 


Voir 15*, II (Ann. de l’ Ecole Normale supérieure, p. 125 4 127; 1899). 


IV. Nous nommerons désormais : 

(A) le système harmonique, passif et linéaire du premier ordre que 
vise l'énoncé; 

Lo» Vos --. les valeurs initiales des variables indépendantes æ, y, ...; 

np, celles des fonctions inconnues U, 9, ...; 

CEE les déterminations initiales de uw, 9, ...; 

coefficients du systeme (A) les diverses fonctions de x, y, ..., U, 9%; ... 
qui figurent dans ses seconds membres, soit comme multiplicateurs 
des dérivées paramétriques premieres, soit comme termes indépen- 
dants de ces dérivées. 
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Les coefficients ainsi définis sont, bien entendu, tous olotropes dans 
quelque système de cercles, et les valeurs initiales Xp, Yor ces Uor Vos += 
respectivement intérieures aux cercles dont il s’agit. 

Cela posé : 


Le système déduit de (A), en y remplaçant les coefficients des seconds 
membres par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales x), 
DR JA TT cians possède un groupe d'intégrales satisfaisant à la 
double condition : 1° de se réduire respectivement à Ug, V5, ... pour 
= Ay, Y = Yo, 3; 2° d'admettre, pour leurs dérivées paramétriques 
de tous ordres, des valeurs initiales positives et supérieures aux modules 
de celles qui ont été choisies pour les dérivées semblables des intégrales 
hypothetiques de (A). 


Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues 
SN NE PA NE 


du système (A), faisons correspondre autant de constantes posi- 
tives 


que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considé- 
rant ensuite l’une quelconque des dérivées premières de u, 9, ..., 
appelons poids de cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids 
de la fonction à laquelle elle appartient par celui de la variable indé- 
pendante à laquelle elle se rapporte. Soient enfin : 


gle nombre des fonctions inconnues u, +, ...; 
e une quantité positive moindre que 1; 

y une quantité positive quelconque; 

O@ (7) la fonction — 


Il résulte de l'alinéa II que, en désignant par w une fonction in- 
connue de la variable indépendante ¢, l'équation différentielle 


(1) dw _pO(t+ gw) 
RATE 1—eO(t+ gw) 


est identiquement vérifiée par la substitution à æ d’une série entière 
en ¢ dont la somme s’annule avec ¢. D'ailleurs les valeurs initiales des 
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dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si l'on 
développe @ (x) par la formule 


IHT+T+..., 


et que, après avoir remplacé + par z+ gw, on ordonne le résultat par 
rapport aux puissances de z et w, on voit immédiatement que les va- 
leurs initiales de la fonction © (¢ + gw) et de ses dérivées de tous 
ordres sont essentiellement positives. Il en est de même de la fonc- 


3 [ 5 i . 
tion mea tee oP)’ qu’on peut développer suivant la formule 


1+e0 + 2@?+..., 


par suite enfin du produit 


I 
1—eO(¢+ gH)’ 


pO(t+ gw) 


second membre de l’équation (1). Les valeurs initiales des dérivées de 
tous ordres de notre intégrale jouissent donc, elles aussi, de la pro- 
priété annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées à leur 
calcul, elles se présentent sous forme d'expressions entières, a coeffi- 
cients entiers et positifs, par rapport aux valeurs initiales du second 
membre et de ses dérivées partielles. Nous désignerons par W (4) l'in- 
tégrale considérée de l'équation (1). Nous observerons en outre que 
cette même équation peut encore s’écrire, soit sous la forme 


dw is pe? (LE gw) 
(2) —— =p@(t-+- gw) Piotr ew)’ 


soit sous la forme 


dw dw dw 
(3) i = pO(t+ gw) +e,0(¢+ gH) 7 + ¢0(¢+ gw) oie ee 
où e,, €,,... désignent des quantités positives, en nombre limité, ayant 
pour somme €. Si, dans l’une quelconque des équations (2), (3), on 
remplace alors la variable ¢ par 


a (ef — Lo) + '(Y Yo) +---> 
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etla quantité gw par 


B'(u — us) + B"(v — Po) He. 


A 4 Là < La d 4 . = 
si l’on substitue enfin à la dérivée T° qui peut figurer dans divers 


termes de l'équation considérée, divers produits obtenus chacun en 
multipliant par son poids l’une quelconque des dérivées premières de 
u,v, … relatives à æ, y, ..., il est facile de voir que la relation résul- 
tante est identiquement vérifiée pour 


| U = Uo + a W[a! (a — 20) +a"(y — Yo) +--+]; 
(4) | hs, I ! Wives 
| mite tae EE a ie (y Yo) +---], 


Cela posé, prenons dans le système (A) une relation quelconque (a), 
et désignons par g le nombre (20) des dérivées contenues dans son 
second membre, par A,, A,,..., A, les dérivées dont il s’agit, par A 
celle qui figure dans son premier membre, par &,, &,, ..., ©,, @ les 
poids respectifs de toutes ces dérivées; posons enfin, pour abréger, 


s=a'(x—a2)+a"(y—y)+...+ B'(u—u)+ B"(e—%)+.... 


Suivant que l’entier g sera nul ou positif, c’est-à-dire suivant que l’é- 
quation (a) aura l’une ou l’autre des deux formes 


APT PS i Ps el 


TR SOA ET OS PEERY TO A eg 
ste fa CMS er Uy Pp nee) Apt (ED we ay My Os 0e 


on considérera l’une ou l’autre des deux relations 
#. peO?(s) 
TS i 1—e@(s)’ 


€ 
DA—pO(Ss) + PAS LISE 7 m0 (s) A+... + 7 V9 (5) bys 


et on multipliera par — les deux membres de la relation dont il s’agit; 
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l'équation résultante ((a)) ne différera alors de (a) que par les coeffi- 
cients, fonctions de æ, y,..., u, Ÿ, .., qui figurent dans le second 
membre. A chaque équation du système (4) on fera correspondre de 
la même manière une équation telle que ((a)) : on obtiendra finale- 
ment un système ((A)), ne différant de (X) que par les coefficients 
des seconds membres, et identiquement vérifié par la substitution a 
u,v, ... des seconds membres de (4), c’est-à-dire de fonctions qui 
prennent en 2, Yo, --. les valeurs initiales &5,6,, ..., tandis que leurs 
dérivées de tous ordres ont des valeurs initiales essentiellement posi- 
tives. Chacun des nouveaux coefficients s'obtient d’ailleurs en faisant 
le produit de O(s) par quelque constante positive, et y ajoutant par- 


fois le produit de 
@?(s) 
1—e@(s) 


par quelque autre constante positive. La première de ces deux con- 
stantes, qui seule est importante à considérer, et que nous nomme- 
rons, pour abréger, caractéristique du coefficient, dépend de sou de p 
suivant que le coefficient où elle figure multiplie ou non quelque dé- 
rivée. Son produit par @ (s) est identique au coefficient de ((X)) dont 
ils’agit, ou l’admet pour majorante relativement aux Valeurs, Yo... 
HP ane | 

La constante positive € étant choisie sous la seule condition d’être 
inférieure à 1, fixons maintenant les valeurs des constantes positives 


(9) Det Cl Se ror Ay) 2 
A cet effet, soient : 


Te Rees Rs h,..-lesryons des cercles à l’intérieur desquels les 
coefficients des seconds membres de (A) sont supposés olotropes ; 
rune quantité positive inférieure, d’une part à toutes les différences 


R,— modx, Ry — modyo, en 
R, — mod tu; R,— mods; A tars 


d’autre part aux rayons de convergence des déterminations ini- 
tiales v, ©,... choisies pour les intégrales hypothétiques de (4) ; 
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M une quantité positive supérieure à tous les modules que peuvent 
acquérir les coefficients des seconds membres de (A), et les déri- 
vées premières des déterminations initiales v, ®, ..., à l’intérieur 
et sur les circonférences des cercles de rayon r ayant pour centres 
les valeurs initiales de leurs variables respectives ; 


SU J 
P la plus grande des deux quantités M, —; 


Q un entier positif supérieur à la plus grande valeur que puisse at- 
teindre, pour une équation quelconque du système (A), le nombre 
des dérivées figurant dans le second membre; 

h,, hg, -.-, Ay les plus petites valeurs que puissent respectivement at- 
teindre les cotes premiere, seconde, ..., pe des diverses variables 
indépendantes (1°); 

G,, G., ..., G, les plus grandes valeurs que puissent respectivement 
atteindre celles des diverses fonctions inconnues; 

Lis Jos «+++ Jp les plus petites valeurs et J,, J,, ..., J, les plus grandes 
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses 
dérivées figurant dans l’ensemble des équations (À). 


Désignant en outre par 


a, B, a, 0, EX | 0» 


p + 2 constantes positives, dont les valeurs vont être fixées dans un 
instant, nous prendrons : 1° pour chacune des quantités «’, &”, ... le 
produit de « par des puissances de 0,, 0,,..., 0, d’exposants respecti- 
vement égaux aux Cotes première, seconde, ..., pième de la variable 
correspondante; 2° pour chacune des quantités f', 8”, ... le quotient 
de B par des puissances de 0,,0,,..., 0, d’exposants respectivement 
égaux aux cotes première, seconde, ..., p*"° de la fonction inconnue 
correspondante. Le poids d’une dérivée première quelconque aura 


alors pour ; = par 
pour valeur le quotient de = par des puissances de 0,, 0,, ..., 0, 


’ La a 
d’exposants respectivement égaux aux cotes première, seconde, 
. , . , . , , - 2 
p°" de la dérivée considérée. 
Cela étant, on peut disposer de 0,, 0,, ..., 0, de manière que les 


caractéristiques dépendant de e soient toutes supérieures à P, quels 
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que soient a et 6. Il suffit, pour réaliser cette condition, de prendre 
successivement 


(6) NSEC LNES. 
0, 3 I, 


fe ele 


G > 1, 
ae ae gaghh, Gp ir. 
En effet, si l’on considère une relation quelconque du système ((A)), 
chacune des dérivées que contient son second membre a, par hypo- 
thèse : soit une cote première inférieure à celle du premier membre; 
soit une cote première égale à celle du premier membre, avec une 
cote seconde inférieure; ...; soit des cotes première, seconde, ..., 
(p — 2)" respectivement égales à celles du premier membre, avec 
une cote (p — 1)" inférieure; soit enfin des cotes première, se- 
conde, ..., (p — 1)°" respectivement égales à celles du premier 
membre, avec une cote p*”® inférieure. Comme on a DrFISN0S Sar, 
et... 0, > i, les caractéristiques dépendant de € ont donc, sul- 
vant le cas, une valeur supérieure à l’une ou à l’autre des quantités 


ÿ Gip=tp.. Gi hpi 6, 
5 Gite... Gi O,, 
ue 

E Et 

o 4 Or 

(2 

gee 


elles sont donc toutes supérieures à P, en vertu des inégalités (6). 
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Si, après avoir ainsi fixé 0,, 0,, ..., 9,, on prend 


a> 
ER Er mi» Sy Ul 
Gh ga, 0.10% 


6 = Poorer ee, 


les constantes «, «”, ..., 8’, B”, ... seront elles-mêmes supérieures 
ars 
Enfin, si, désignant par a la plus petite des quantités a’, a”, ..., et 


ay ” PB 
par B la plus grande des quantités 8’, 8”, ..., on prend u > —; toute 


pe 


caractéristique dépendant de ge, étant au moins égale a>, 


> sera, par 


suite, supérieure à P. 

En rapprochant de l’alinéa IT tout ce qui précède, on voit sans peine 
que les divers coefficients du système (A) admettent comme majo- 
rantes, par rapport aux valeurs æ,, Yo, ..., Ug» Vo. ---, les coefficients 
correspondants du système ((A)). Ce dernier possède d’ailleurs, 
comme nous l'avons remarqué il y a un instant, un groupe d’intégrales 
se réduisant respectivement à uw, Po, «+. pour@® = 2%, y = Yo, -.., et 
admettant des dérivées de tous ordres à valeurs initiales positives. Il 
nous reste à faire voir que, parmi ces dérivées, celles qui sont para- 
métriques ont des valeurs initiales supérieures aux modules de celles 
que l’on a choisies pour les dérivées semblables des intégrales hypo- 
thétiques de (A). 

Or, d’apres les formules (4), toute dérivée d’ordre total met d’ordres 
partiels #', &’, ... des intégrales considérées de ((A)) est égale à la 
dérivée semblable de quelqu’une des fonctions 


I 


B' W [a! (a Fes Lo) re Q'(Y — Yo) asie af 


ai W [a!(2@— 2) +2" (y—y) +..-], 


sa valeur initiale s’obtient done en divisant 


Ange d™ W (t) 
lk "ike 
a a ei ee Ae 


a oe 
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par l’une ou l’autre des constantes 8’, 8’, .... Chacunede ces dernières 
étant au plus égale à B, et chacune des constantes a’, 4”, ... au moins 
égale à a, la valeur initiale dont il s’agit est supérieure à 


a [a W (6) 
B at” Py 


D'un autre côté, le second membre de l’équation (1) qui, avec la con- 
dition initiale 


(7) PO POUTINE, 


définit la fonction W (4), est majorant pour la fonction v0 (4), car la 
suppression du dénominateur 1 — e@ (4 + gw), et la substitution de o 
à la constante positive g dans le numérateur v.@(¢ + gw), ne peuvent 
évidemment que diminuer les valeurs initiales, pour ¢=0, w — 0, 
du second membre et de ses dérivées de tous ordres relatives à 4 et w. 
Si donc on considère successivement l’équation (1) et l'équation 


dw 


dane pO(e), 


il résulte immédiatement de la forme des expressions ultimes que les 
dérivées de tous ordres de l’intégrale déterminée par la condition ini- 
tiale (7) auront, dans le premier cas, des valeurs initiales supérieures 
x ’ ty > \ a / 

à celles qu’elles possèdent dans le second. D’après cela, toute dérivée 
paramétrique d'ordre m des intégrales considérées du système ((X)) a 
une valeur initiale supérieure à la quantité 

a™ 


ae 
A et .2...(m—1) = Fe 1.2...(m—1) a"! > P 


B 


X,..(7 —1) 
pm ; 


A plus forte raison a-t-elle une valeur initiale supérieure au module 
de celle que l’on a choisie pour la dérivée paramétrique semblable 
des intégrales hypothétiques de (A): car cette derniere peut etre 
considérée comme une dérivée d’ordre m — 1 de quelqu’une des dé- 
rivées premieres des déterminations initiales données, et dès lors le 
module de sa valeur initiale tombe nécessairement au-dessous de 


1,2...(m —1) 
pi 4 


P 
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V. Les développements des intégrales hypothetiques de (À) sont con- 
vergents. 


Pour le système (A), en effet, les expressions ultimes des dérivées 
principales sont des sommes de produits pouvant contenir comme 
facteurs quatre sortes de quantités, savoir : certains entiers positifs; 
certains coefficients des seconds membres; certaines dérivées par- 
tielles de ces coefficients; enfin certaines dérivées paramétriques des 
fonctions inconnues. Et pour le système majorant ((4)), dont la for- 
mation est expliquée ci-dessus (IV), les expressions ultimes des mêmes 
dérivées sont composées exactement de la même façon avec les entiers 
positifs dont il s’agit, les majorantes des coefficients de (A), leurs 
dérivées partielles et les dérivées paramétriques des fonctions incon- 
nues. Dès lors, puisque, dans le système majorant, les valeurs initiales 
des dérivées paramétriques de tous ordres sont positives et supérieures 
aux modules de celles que possèdent les dérivées semblables des in- 
tégrales hypothétiques de (À), la même propriété subsiste pour les 
dérivées principales. Or, les développements des intégrales effectives 
de ((Æ)) sont de toute nécessité convergents; par suite, ceux des in- 
tégrales hypothétiques de (A) ne peuvent manquer de l'être aussi. 


Réduction d’un système différentiel quelconque à un système harmonique 
et passif. 


3. Vor les n° 18* à 22* du Mémoire déjà cité (Annales de I’ Ecole 
Normale supérieure, p. 167 à 181; 1893). 


Réduction d'un système harmonique et passif quelconque à un système 
harmonique, passif et linéaire du premier ordre. 


4. Étant donné un système harmonique et passif, dont nous dési- 
gnerons l’ordre par K, si l'on partage en groupes les diverses équa- 
tions qui le composent, suivant que les premiers membres des équations 
dont il s’agit appartiennent à telle ou telle des fonctions inconnues, et 
si, dans chacun des groupes résultants, on évalue le nombre des équa- 
tions d'ordre K, le plus grand des entiers ainsi obtenus se nommera, 
pour abréger, le genre du système. 


a arly 
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Cela posé : 


Tout système harmonique et passif d'ordre K >1 se raméne à un sys- 
tème également harmonique et passif, qui est : 

Ou d'ordre moindre ; 

Ou d'ordre égal, mais de genre moindre. 


I. Nous supposerons jusqu'à nouvel ordre que, dans le système 
harmonique et passif donné, UN PREMIER MEMBRE, QUEL QU'IL SOIT, N'EST 
LA DERIVEE D’AUCUN AUTRE, €f NOUS DÉSIGNERONS EN PAREIL CAS PAR À LE SYS- 
TEME DONT IL S’AGIT; cette restriction ne sera supprimée que dans la 
dernière partie de la démonstration (VI, inf.). 

Si l’on partage en groupes les diverses équations du système E, sui- 
vant que leurs premiers membres appartiennent à telle ou telle des 
fonctions inconnues, il est clair que toute fonction correspondant à un 
groupe d'ordre K admet, dans chacun des ordres 1,2,...,K —1, quel 
que dérivée paramétrique. 

Il. Nous déduirons du système E, à l’aide du mécanisme décrit ci- 
après, un nouveau système jouissant de propriétés remarquables que 
nous établirons ensuite. 


A. Désignant par æ, y, ... les variables indépendantes, et par u, 
e, … les fonctions inconnues du système X, nous adjoindrons a wu, 
v, .… de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal à celui des 
dérivées paramétriques des ordres 1, 2,..., K — 1, et nous écrirons 
que celles-ci sont respectivement égales aux nouvelles fonctions incon- 
nues ; nous obtiendrons ainsi UN PREMIER GROUPE G,, d'ordre K —1, soit 


Deets 


B. En supposant, pour fixer les idées, que la fonction w soit une 
de celles dont quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre 
dans >, désignons par 2, l’ensemble des équations de Ë qui ont pour 
premiers membres des dérivées de la fonction u, et partageons x, en 
deux groupes =, Z,, dont le premier contienne les équations des ordres 
1, 2,...,K—1, et le second les-équations d’ordre K. Si, dans les 
ordres I, 2,...,K —1,0n prend à volonté une dérivée paramétrique 
de la fonction u(1), sa comparaison avec les divers premiers membres 


% 
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de Z! pourra donner lieu aux deux cas suivants : ou bien quelque pre- 
mier membre de Z’ aura avec la dérivée considérée quelque variable 
de différentiation commune; ou bien un premier membre, quel qu'il 
soit, de 5” n'aura avec la dérivée considérée aucune variable de diffe- 
rentiation commune. Nous pourrons, d’apres cela, partager les déri- 
vées paramétriques de wu d’ordre inférieur à K en deux groupes (Au) 
(Yu), contenant, le premier les dérivées de la première sorte, et le se- 
cond les dérivées de la deuxième sorte. Un semblable partage devra 
d’ailleurs être fait pour toutes celles d’entre les fonctions inconnues 
dont quelque dérivée d'ordre K figure comme premier membre 
dans &. 

Comme nous l’avons expliqué au n° 1°, chacune des variables indé- 
pendantes x, y, ... et des fonctions inconnues u, 9, ... du système 
harmonique E, par suite aussi chacune des dérivées de ces dernières, 
se trouve affectée de p cotes. Cela étant, nous attribuerons à chacune 
des nouvelles fonctions inconnues u, ... des cotes première, seconde, ..., 
pi? respectivement égales à celles de la dérivée paramétrique correspon- 
dante; nous affecterons en outre les variables indépendantes x,y, ... de 
cotes (p +1)" toutes égales entre elles, les anciennes fonctions incon- 
nues u, 9,... de cotes (p+ 1)" quelconques, enfin les nouvelles fonc- 
tions inconnues u, ... de cotes (p + 1)*"® satisfaisant à la double con- 
dition suivante : 1° St l’on considère les nouvelles fonctions inconnues 
dérivées d'une même ancienne quelconque, leurs cotes (p + 1)*"% sont 
toutes distinctes entre elles; 2° St la fonction u est une de celles dont 
quelque dérivée d'ordre K figure comme premier membre dans >, les cotes 
(p+ 1)" des nouvelles fonctions inconnues qui correspondent aux de- 
rivées parametriques du groupe (À,) sont inferieures à celles des nouvelles 
fonctions inconnues qui correspondent aux dérivées paramétriques du 


groupe (Yu): 


C. Désignons actuellement par Æ un entier positif SK — 1, par g 
un entier positif quelconque, et considérons, relativement au sys- 
teme 2, une dérivée paramétrique d'ordre # + qg; on peut, et souvent 
même de diverses manières, la regarder comme résultant d’une diffé- 
rentiation d'ordre g exécutée sur telle ou telle des dérivées paramé- 
triques de l’ordre #, et, par suite, sur telle ou telle des nouvelles 
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fonctions inconnues qui correspondent à celles-ci. Il est clair (B) que 
les diverses dérivées d'ordre g (des nouvelles fonctions inconnues) qui 
reproduisent ainsi, à la notation près, une même dérivée paramé- 
trique d'ordre #+ q du système XZ, ont des cotes première, se- 
conde, ..., p"® respectivement égales aux cotes homologues de cette 
dernière; de plus, si ces dérivées sont en nombre supérieur à 1, leurs 
cotes (p +1)" sont nécessairement distinctes entre elles, car les nou- 
velles fonctions inconnues auxquelles elles appartiennent respective- 
ment ont des cotes (p+1)""* toutes distinctes, tandis que les variables 
indépendantes ont des cotes (p + 1)°"* toutes égales entre elles. 


D. Partageant les équations du système = en deux groupes X’, }”, 
dont le premier contienne les équations des ordres 1, 2, ..., K —1, et 
le second les équations d’ordre K, on considérera le groupe Y’, et l’on 
substituera aux dérivées paramétriques qui figurent dans les seconds 
membres les nouvelles fonctions inconnues correspondantes. On tom- 


bera ainsi sur un Deuxième Groupe G,, dont l’ordre ne peut dépasser 
K — 1. 


E. Considérons à volonté deux équations, l’une dans le groupe 6,, 
l’autre dans le groupe ©,, sous la seule condition que leurs premiers 
membres soient les dérivées d’une même fonction inconnue. Si, pour 
fixer les idées, D .u = u est l'équation extraite de G,, et 9.D.u la ré- 


- sultante d’ordre minimum des deux premiers membres, la dérivation 


exprimée par le symbole 9 est d'ordre nécessairement supérieur à 
zéro et au plus égal à K — 1. Cela étant, on considérera la relation ul- 
time de © quia pour premier membre D.D.w, et on y remplacera ce- 
lui-ci par D .u; quant aux dérivées paramétriques qui peuvent figurer 
dans le second membre, on les remplacera, si elles sont d'ordres 1, 
2, ..., K — 1, par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, 
et, si elles sont d'ordres K, K+1,..., par des dérivées d’ordres 1, 
2,... appartenant à celles d’entre les nouvelles fonctions inconnues 
qui correspondent aux anciennes dérivées paramétriques de l’ordre 
K — 1; on aura soin seulement, toutes les fois qu’une substitution de 
cette dernière sorte sera possible de plusieurs manières, de choisir, 
parmi les diverses dérivées à substituer, celle dont la cote (p +1)*™* est 
la plus faible (C). 
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En variant de toutes les manières possibles, sous la seule condition 
que leurs premiers membres appartiennent à une même fonction in- 
connue, le choix des deux équations respectivement prises dans les 
groupes G,, G,, et répétant chaque fois l’opération précédente, on 
obtiendra un rroisième Groupe G,, dont les premiers membres ont des 
ordres au plus égaux à K—t. 


F. Supposons que la fonction « soit une de celles dont quelque dé- 
rivée d'ordre K figure comme premier membre dans E, et prenons a 
volonté une dérivée du groupe (A,) et un premier membre de £, (B). 
Si, pour fixer les idées, D.u = u est la dérivée considérée du groupe 
(A,), et D.D.u la résultante d'ordre minimum des deux dérivées, la 
dérivation indiquée par le symbole D est d’ordre supérieur à zéro et 
au plus égal à K. Cela posé, on considérera la relation ultime de & 
ayant pour premier membre la résultante dont il s’agit, on y rempla- 
cera ce premier membre par 9.u, et on effectuera sur le second l'o- 
pération décrite dans E; puis on variera de toutes les manières pos- 
sibles le choix des deux dérivées prises, l’une dans le groupe (A,), 
l’autre parmi les premiers membres de X”, et l'on construira chaque 
fois, comme nous venons de l'indiquer, une relation correspon- 
dante. 

En opérant de semblable manière pour chacune des fonctions in- 
connues dont quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre 
dans &, nous tomberons sur un quarrième Groure G,, dont les premiers 
membres ont des ordres au plus égaux à K. 


G. Désignons par à une dérivée des anciennes fonctions inconnues 
u, ¥,..., jouissant de la double propriété d’être paramétrique par rap- 
port au système &, et cardinale (11°) par rapport au système des équa- 
tions G,; puis considérons, dans le groupe formé par les nouvelles 
fonctions inconnues u, ... et leurs dérivées des ordres 1, 2,...,K —1, 
les divers termes que le changement de u, ... en D.u, ... rend iden- 
tiques à ; partageons enfin les termes dont il s’agit en groupes suc- 
cessifs d'après les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou 
nuls), et rangeons les dérivées de chaque groupe d’après les valeurs 
décroissantes de leurs cotes (p+1)""*, nécessairement distinctes (C) : 
la suite totale ainsi obtenue comprend nécessairement plus d’un 
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terme, et nous égalerons le dernier d’entre eux à chacun des précé- 
dents, en ayant soin qu'ils figurent toujours, ceux-ci dans les premiers 
membres, celui-là dans les seconds membres des équations résul- 
tantes. 

En variant de toutes les manières possibles, sous les conditions in- 
diquées, le choix de la dérivée 6, et répétant chaque fois l'opération 
précédente, nous tomberons sur un CINQUIÈME ET DERNIER GROUPE @;, 


dont l’ordre ne dépasse pas K — 1. 


H. Nous nommerons Q le système différentiel 
[ 1; G,, G;, G,, G; |, 


formé par la réunion des cing groupes précédents. 
Ill. Le système Q (II, H) est, comme E (1), harmonique et passif. 


A. Chacune des équations du système Q, considérée isolément, est har- 


monique (12*, IH). 


Le point en question est évident pour les groupes 6,, 6,,G;. 

Considérons maintenant une équation appartenant soit au groupeG,, 
soit au groupe G,. Si l'équation considérée a été déduite d’une rela- 
tion ultime de ¥ dont l’ordre soit inférieur ou égal à K— 1, elle ne con- 
tient dans son second membre aucune dérivée. Supposons, au contraire, 
qu’elle ait été déduite d’une relation ultime d’ordre supérieur à K— 1: 
deux-cas sont alors à distinguer. Lorsque la nouvelle fonction in- 
connue dont quelque dérivée figure dans le premier membre de cette 
équation correspond à une ancienne dérivée paramétrique d'ordre in- - 
férieur à K —1, le second membre est d'ordre nécessairement infé- 
rieur au premier membre. Lorsque la fonction inconnue dont il s’agit 
correspond au contraire à une ancienne dérivée paramétrique d'ordre 
K — 1, le second membre peut contenir quelque dérivée d'ordre égal 
au premier membre; mais alors, comme la substitution aux nouvelles 
fonctions inconnues n, .. et à leurs dérivées des quantités D.u, ... 
et de leurs dérivées semblables transforme l'équation considérée en 
une relation ultime, nécessairement harmonique (12”, JANINE 
du système &, il résulte du choix que nous avons fait, pour les cotes 
des nouvelles fonctions inconnues (Il; B), que les dérivées d’ordre 


376 RIQUIER. 
égal au premier membre qui figurent dans le second remplissent, re- 
lativement à leurs cotes premières, secondes, ..., p°"*, les conditions 
indiquées au n° 1”. 


B. Aucun des premiers membres du système Q ni aucune de leurs dé- 
rivées ne figurent dans le second membre d’une équation quelconque de ce 
système. 


1° Les équations G,, G, ont pour premiers membres diverses dé- 
rivées des anciennes fonctions inconnues, et ne contiennent dans leurs 
seconds membres aucune dérivée quelle qu’elle soit. 

2° Aucune dérivée des anciennes fonctions inconnues ne figure 
dans [G,, G,, G.]. 

3° Les premiers membres de @,, non plus que leurs dérivées, ne 
peuvent figurer dans les seconds membres de G.. 

Effectivement, si l’on prend à volonté l’une des équations G,, et si 
l’on considère, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions in- 
connues u, ... et leurs dérivées de tous ordres, les divers termes que 
le changement de u, ... en D.u, ... transforme, avec le second membre 
de cette équation, en une même dérivée de quelque ancienne, le se- 
cond membre dont il s’agit, comparé aux autres termes, appartient 
certainement à l’ordre minimum, en même temps qu’il possède, dans 
cet ordre, la cote (p + 1)" la plus faible. D'un autre côté, dans cha- 
cune des équations 6; ou de celles qu’on en déduit par différentia- 
tions, le premier membre est toujours, soit d’ordre supérieur au second 
membre, soit d'ordre égal avec une cote (p+1)*™° supérieure; il ne 
peut donc coincider avec le second membre d’aucune des équations ©,. 

4° Les premiers membres de [G,, G,], non plus que leurs déri- 
vées, ne peuvent figurer dans les seconds membres de [G,, G,, G,]. 

Car le changement de un, ... en D.u, ... transforme les seconds 
membres des équations G, en autant de dérivées paramétriques du 
système &; il transforme les seconds membres de [G,, G,] en expres- 
sions ultimes (du système X) ne contenant aucune dérivée principale, 
et enfin les premiers membres de [@,, G,], ainsi que leurs dérivées, 
en autant de dérivées principales. 

5° Les premiers membres de G; ou leurs dérivées ne peuvent figu- 
rer dans les seconds membres de [G,, G, |. 


eu soin de remplacer chaque dérivée paramétrique des ordres 1, 2, . 
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Car le premier membre de chaque relation ©, et ses dérivées, qui, 
apres le changement de u, ... en D.u, ..., deviennent respectivement 
identiques au second membre correspondant et & ses dérivées sem- 
blables, ont, avant cette substitution, soit des ordres respectivement 
supérieurs, soit des ordres respectivement égaux avec des cotes 
(p +1) respectivement supérieures; et d’un autre côté, dans les 
relations ultimes du système 5 qui ont servi à former [G,, G,], ona 
or 
K —1 par la nouvelle fonction inconnue correspondante, puis chaque 
dérivée paramétrique d’ordre supérieur à K —1 par une dérivée de 
nouvelle fonction inconnue qui fut d’ordre le plus petit possible, en 
même temps qu’elle possédait, dans cet ordre, la cote (p + 1)ième la 
plus faible. 


C. Le simple rapprochement de A et B prouve la nature harmonique 
du système Q, et il nous reste à établir sa passivité. 


D. Si aux nouvelles fonctions inconnues u, ... du système Q et a leurs 
dérivées paramétriques de tous ordres on substitue respectivement D.u, … 
et leurs dérivées semblables, on reproduit une fois et une seule chacune 
des dérivées paramétriques du système 2, et aucune de ses dérivées prin- 
cipales. 


Ce point résulte immédiatement des suivants : 

1° Si aux nouvelles fonctions inconnues n, ... et à leurs dérivées de 
tous ordres on substitue respectivement D.w, ... et leurs dérivées 
semblables, on reproduit, avec certaines dérivées principales du sys- 
teme X, au moins une fois chacune de ses dérivées paramétriques. 

Car, dans le système X, toute dérivée paramétrique d’ordre supé- 
rieur aK—r est forcément la dérivée de quelque dérivée paramétrique 
des ordres 1,2,..., K— 1; une dérivée paramétrique d'ordre quel- 
congue coincide donc, à la notation près, soit avec quelqu’une des 
nouvelles fonctions inconnues, soit avec quelqu’une de leurs dérivées. 

2° Parmi les dérivées des nouvelles fonctions inconnues, celles que 
le changement de u, ... en D.u, ... transforme en dérivées princi- 
pales du système 3, sont elles-mêmes principales relativement au sys- 
teme Q. 

Ann. de l’ Ec. Normale. 3° Série. Tome X. — Décemere 1803. 48 
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Pour fixer les idées, considérons, parmi les nouvelles fonctions in- 
connues, celle que définit la relation D.w =u: il s’agit de faire voir 
que la dérivée D.u est nécessairement principale dans le système Q, 
si la dérivée D.D.u l’est elle-même dans le système £. 

Supposons d’abord que, parmi les premiers membres de Z (II, D), 
il en existe quelqu'un, D’. z, qui, lui ou une de ses dérivées, soit iden- 
tique à D.D.u : en désignant par D'.D.u la résultante d’ordre mini- 
mum de D.u et D’.u, D.D.u coincide forcément avec l'expression 
D’.D.w ou quelqu’une de ses dérivées; D.u se confond par suite avec 
l'expression T'.u ou quelqu’une de ses dérivées, c’est-à-dire avec 
un des premiers membres du groupe ©, ou quelqu’une de ses dé- 
rivées. 

Supposons en second lieu que D.D.u ne coincide avec aucun des 
premiers membres de © ni aucune de leurs dérivées. Comme elle est 
principale dans le système &, il y a certainement quelque premier 
membre de Z”, par exemple D’.u, qui, lui ou une de ses dérivées, se 
confond avec D.D.u, et la fonction uw est au nombre de celles dont 
quelque dérivée d’ordre K figure comme premier membre dans E. 
D'ailleurs D’. est lui-même une dérivée première de quelque dérivée 
d'ordre K — 1 de u, et cette dérivée d'ordre K — 1, nécessairement pa- 
ramétrique en vertu de la restriction formulée dans l'alinéa I, appar- 
tient évidemment au groupe (À,), puisqu'elle a pour dérivée un pre- 
mier membre de Ë,. Cela posé, nous distinguerons deux cas, suivant 
que la dérivée D.u appartient au groupe (A,) ou au groupe (y,).-— Si 
la dérivée D.u appartient au groupe (A,), on désignera par D”’.D.u la 
résultante d'ordre minimum de D.u et D’.u, et on observera que 
D.D.u coincide forcément avec l’expression D’.D.u ou quelqu’une 
de ses dérivées, que, par suite, D.u se confond avec l'expression 
D'.u ou quelqu'une de ses dérivées, c’est-à-dire avec un des premiers 


membres du groupe G, ou quelqu’une de ses dérivées. — Si la dé-- 


rivée D.u appartient au groupe (y,), on se souviendra que D.D.u est 
forcément la dérivée de quelque dérivée appartenant tout ensemble 
au groupe (A,) et à l’ordre K — 1, soit Du = n"1, et on en con- 
clura que D.D.u coincide nécessairement, soit avec la résultante 
d'ordre minimum de D.u et D'S. u, soit avec quelque dérivée de 
cette résultante. Or celle-ci, évidemment cardinale par rapport au 


we 
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groupe @,, est nécessairement paramétrique dans le système =: effec- 
tivement, elle ne peut, à cause de notre hypothèse, coincider avec au- 
cun des premiers membres de Ÿ ni aucune de leurs dérivées; et, d’un 
autre côté, s’il existait quelque premier membre de £” qui, lui ou une 
de ses dérivées, se confondit avec elle, comme le premier membre en 
question serait d’ordre K, et, par suite, d’un ordre plus élevé que 
D*-*.u, D.u aurait quelque variable de différentiation commune avec 
ce même premier membre, ce qui est impossible, puisque D.w est 
supposée appartenir au groupe (Y,). Cela posé, soient 


€.D.u, C.D), u 


les deux expressions dont la résultante en question est susceptible a 
l’aide de D.u et D®—.u, et où ©, C* désignent des symboles de dé- 
rivation d'ordres au plus égaux à K — 1. Si D.west d'ordre inférieur 


\ 


à K —1, la première des expressions 
€ LR TEA. y!) 


est d'ordre supérieur à la seconde: si D.w est d'ordre K — 1, les deux 
expressions sont d’un même ordre nécessairement supérieur à zéro, 
mais la première a une cote (p+ 1)°°° supérieure à la seconde, puisque 
D.u— «u fait partie du groupe (y,,), et D .u = un du groupe (A,) 
(II, B); donc, dans tous les cas, €.u est le premier membre de quel- 
que équation du groupe G,. Finalement, puisque D.D.u coincide 
avec €. Du ou quelqu’une de ses dérivées, D.u coincide avec C.u 
ou quelqu’une de ses dérivées; c’est donc une dérivée principale du 
système Q. ae 

3° Si, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues 
u,... et leurs dérivées de tous ordres, on considère tous les termes 
que le changement de #, ... en D.u, ... transforme en une même dé- 
rivée paramétrique du système 2 len est un et un seul qui coincide 
avec quelqu’une des nouvelles fonctions inconnues ou de leurs déri- 
vées paramétriques (relativement à Q). ve 

Effectivement, si l’on partage les termes considérés en groupes suc- 
cessifs d’après les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou 
nuls), et que l’on range ensuite les termes de chaque groupe d’après 
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les valeurs décroissantes de leurs cotes (p+ 1)", nécessairement 
distinctes (II, C), un terme quelconque de la suite 


(8) DY. yg, ss Dn ee ae 


ainsi obtenue, est évidemment étranger au groupe formé par les pre- 
miers membres de [G,, G,, G,, G, | et leurs dérivées, et il suffit dès 
lors de prouver que le dernier d’entre eux est étranger au groupe 
formé par les premiers membres de G, et leurs dérivées, tandis qu’au 
contraire chacun des précédents en fait nécessairement partie. 

Or, si le dernier terme D.u figurait comme premier membre 
dans quelqu’une des équations G; ou de celles qu’on en déduit par 
différentiations, le second membre de cette relation, que la substitu- 
tion deu, ...aD.u, ... transforme en la même dérivée paramétrique 
du système &, serait, ou d’ordre inférieur au premier membre, ou 
d'ordre égal avec une cote (p+ 1 )*" inférieure; MD”. un ne serait donc 
pas le dernier terme de la suite (8), ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse. 

Considérons maintenant, dans la suite (8), l’un quelconque des 
termes qui précèdent le dernier, par exemple D°.n°?, et soient 


me ché dti tr ee 


Dre. 
DE). u = gf) 


celles d’entre les équations 6, qui définissent les nouvelles fonctions 
inconnues n°”, u®. La dérivée paramétrique du système Z en laquelle: 
se transforment, par le changement de u, ... en D.u, .., les différents 
termes de la suite (8), admet alors, entre autres expressions, les deux 


suivantes 
D.D.u, HY. Du, 


et par suite coincide forcément, soit avec la résultante d’ordre mini- 
mum de D”®.u, D®.u, nécessairement paramétrique par rapport à &, 
soit avec quelque dérivée de cette résultante. Si l’on désigne mainte- 


nant par 
D). DO).u, MD). DS). uw 


les deux expressions dont cette résultante est susceptible au moyen 
de D®.u, D®.u, il est facile de voir que la quantité D. n" est 


: NO 
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forcément, ou d’ordre supérieur à MD). nw, ou d’ordre égal avec une 
cote (p +1)*™* supérieure : car une même différentiation (d'ordre po- 
sitif ou nul), exécutée sur D'°.n°, D). ut), fait retomber sur les 
quantités D°.n®, Dn, dont la première jouit précisément, par 
rapport à la seconde, de l’une ou l’autre propriété. D'ailleurs les 
ordres de DB” un”, D. n° sont au plus égaux à K — r. Il résulte alors 
du mode de formation des équations ©, que D°”.u° se confond avec 
quelqu'un de leurs premiers membres, et par suite que D”. n° se con- 
fond, soit avec quelqu'un de ces premiers membres, soit avec quel- 
qu’une de leurs dérivées. 


E. Les relations ultimes du système Q peuvent être partagées en deux 
catégories se distinguant l’une de l’autre par ce caractère, que le change- 
ment den, ...en D.u, ... transforme celles de la première en relations 
ultimes du système X, et celles de la deuxième en relations identiques 
ayant chacune pour premier et pour second membre une méme dérivée 
paramétrique du système à. 


Le point dont il s’agit est évident pour les relations ultimes de 
première classe (4*) du système Q, puisqu'elles font directement 


partie du système en question; il suffit dès lors de prouver qu'en le 


supposant exact pour les relations ultimes des classes 1, 2, ...,7, il 
ne cesse pas de l'être pour les relations ultimes de classe j + 1. 

Or, les relations primitives (2°) de classe 7 + 1 du système Q sont 
de trois sortes, suivant que la substitution des quantités D.u, ... à 
u, .. les transforme : 1° en relations identiques ayant chacune pour 
premier et pour second membre une même dérivée paramétrique du 
système 2; 2° en relations identiques ayant chacune pour premier et 
pour second membre une même dérivée principale du système Y; 
3° en relations ultimes du système Z ou en relations ultimes diffé- 
rentiées. 

Si, dans une relation primitive de la première sorte, le second membre 
est paramétrique relativement au système Q, cette relation est en même 
temps ultime, et appartient à la seconde des deux catégories dont parle 
l’énoncé. Si le second membre est au contraire principal, il appartient 
forcément à quelqu’une des classes 1, 2, ..., 7, et toute expression 
ultime du second membre est de deuxième catégorie (nous voulons 
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dire qu’elle est fournie par une relation ultime de deuxieme catégorie); 
en la substituant au second membre dont il s’agit, on tombe évidem- 
ment sur une relation ultime de même catégorie. 

Dans une relation primitive de la seconde sorte, le second membre, 
nécessairement principal (D, 2°), appartient à quelqu'une des classes 
1,2,...,j; toute expression ultime de ce second membre est donc 
de première catégorie, et, en le substituant au second membre, on 
tombe sur une relation ultime de première catégorie. 

Enfin, dans une relation primitive de la troisième sorte, le second 
membre peut contenir des dérivées principales de classes 1, 2, ..., J; 
dont chacune doit être remplacée par une expression ultime de pre- 
mière ou de seconde catégorie, suivant que le changement de n, ... en 
D.u, ... la transforme en une dérivée principale ou paramétrique du 
système Z. Comme celui-ci, à cause de sa passivité, n’admet pour 
chacune de ses dérivées principales qu’une seule expression mmme- 
diate (12*, VII), cette substitution, suivie du changement deu,...en 
D.u, ..., redonne forcément une relation ultime du système E. 


F. Le système Q est passif. 


Dans le système Q, deux relations ultimes de même premier membre 
appartiennent toutes deux à la première catégorie, ou toutes deux à la 
seconde (E). 

Si deux relations ultimes de même catégorie ont le même premier 
membre, elles ont forcément aussi le même second membre; ear, se- 
lon qu’elles appartiennent à la première ou à la seconde catégorie, le 
changement de u,... en D.u, ... les transforme, soit en une même 
relation ultime du système X, soit en une même identité ayant pour 
premier et pour second membre quelque dérivée paramétrique de ce 
dernier; et, d’un autre côté, si l’on forme successivement, dans le Sys- 
teme & et dans le système Q, un groupe avec les variables indépen- 
dantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées paramétriques, les 
deux groupes ainsi obtenus sont identiques à la notation près (D). 


IV. Les fonctions u, +, ..., constituant un groupe d intégrales ordi- 
naires du systémeX, figurent dans quelque groupe d ‘intégrales ordinaires 
du système Q. Réciproquement, les fonctions u, 9, ..., figurant dans 
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quelque groupe d'intégrales ordinaires de Q, constituent un groupe d’in- 
tégrales ordinaires de X. 

En conséquence, la recherche des intégrales ordinaires de X se ramène 
à celle des intégrales ordinaires de Q. 


La proposition directe est évidente. 

Pour la réciproque, on observera : 1° qu’à la notation pres, 2’ se 
confond avec 6, ; 2° qu’en vertu de la restriction formulée dans l’ali- 
néa I, tout premier membre de Z” peut être considéré comme une 
dérivée d'ordre K —1 de quelque dérivée paramétrique première, et 
que dès lors, à la notation près, l'équation correspondante fait partie 
du groupe G,. 


V. Le système Q est forcément : 
Ou d'ordre K — 1; 
Ou d'ordre K, mais de genre moindre que 3. 


Les groupes 6,, ©, G,, G, étant d'ordre K —1 dans leur ensemble, 
tout revient à l’examen du groupe ©,. 

Supposons, pour fixer les idées, que w soit l'une des fonctions in- 
connues dont quelque dérivée d'ordre K figure comme premier membre 
dans », et D.u = u l’une des nouvelles fonctions inconnues du groupe 
(A4). Pour obtenir celles d’entre les équations G, qui ont pour pre- 
miers membres des dérivées de w, il faut, comme nous l’avons vu 
(II, F), comparer successivement D.w à tous les premiers membres 
de Z’ : toutes les fois que D.w et un premier membre de X’, ont quelque 
variable de différentiation commune, l'équation correspondante est 
d'ordre inférieur à K; toutes les fois que D.u et un premier membre 
de Z’ n’ont aucune variable de différentiation commune, l'équation 
correspondante est d’ordre K. Or, puisque D.u fait partie du groupe 
(A4), la première circonstance se présentera au moins une fois : done, 
dans le systeme Q, le nombre des équations ayant pour premiers 
membres des dérivées d’ordre K de la fonction u est inférieur d’une 
unité au moins à celui des équations £,. 

On en déduit immédiatement le point qu'il s’agit de prouver. 


VI. La proposition qui fait l'objet de notre énoncé général se trouve 
maintenant établie en supposant que, dans le système harmonique et 
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passif donné, un premier membre, quel qu’il soit, n’est la dérivée 
d'aucun autre. Lorsque cette condition restrictive ne se trouve pas 
satisfaite, on commence par supprimer du système donné les diverses 
équations dont les premiers membres, comparés à ceux de telles ou 
telles équations d’ordre inférieur, en peuvent être considérés comme 
des dérivées; ainsi que nous l'avons fait observer ailleurs (13*), le 
système résultant admet les mêmes intégrales que le proposé, et pos- 
sede, comme lui, la forme harmonique et passive; s’il est d’ordre infé- 
rieur au proposé, ou bien encore s’il est d'ordre égal, mais de genre 
moindre, il satisfait aux conditions de l'énoncé; dans le cas contraire, 
on lui applique le mécanisme décrit à l'alinéa IT. 

5. Tout système harmonique et passif du premier ordre est réductible 
à un système de même nature, possédant en outre la forme linéaire par 
rapport aux dérivées des fonctions inconnues. 


Les raisonnements à l’aide desquels on établit cette proposition 
offrant une grande analogie avec ceux du numéro précédent, en même 
temps qu’une grande simplicité relative, nous nous bornerons à dé- 
crire, sans démonstration, le mécanisme à l’aide duquel on passe du 
premier système au second. 


A. En désignant par æ, y, ... les variables indépendantes, et par 
u, 9, .. les fonctions inconnues du système donné, nous adjoindrons 
au, #, ... de nouvelles fonctions inconnues en nombre égal à celui 
des dérivées paramétriques du premier ordre, et nous écrirons que 
celles-ci sont respectivement égales aux nouvelles fonctions incon- 
nues : nous formerons ainsi UN PREMIER GROUPE B,. 


B. Remplaçant dans les équations proposées les diverses dérivées 
paramétriques par les nouvelles fonctions inconnues qui leur corres- 
pondent, nous formerons un DEUXIÈME GROUPE B... 


C. Chacune des variables indépendantes et des fonctions inconnues 
du système harmonique donné, par suite aussi chacune des dérivées 
de ces dernières, se trouve, comme on sait, affectée de p cotes (p dési- 
gnant un certain entier). Cela étant, nous attribuerons à chacune des 
nouvelles fonctions inconnues des cotes première, seconde, ..., pième 
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respectivement égales à celles de la dérivée paramétrique correspon- 
dante; nous affecterons en outre les variables x, y, ... de cotes 
(p = 1)" toutes égales entre elles, les anciennes fonctions inconnues 
u, », … de cotes (p + 1)°"% quelconques, enfin les nouvelles fonc- 
tions inconnues dérivées d’une même ancienne quelconque de cotes 
(p +1) toutes distinctes entre elles. 

De là résulte, en particulier, la conséquence suivante : si quelque 
dérivée des anciennes fonctions inconnues est paramétrique par rap- 
port au système donné et intéresse à la fois plusieurs variables indé- 
pendantes, les diverses expressions dont cette dérivée est susceptible, 
à l’aide des nouvelles fonctions inconnues, ont leurs cotes (p + 1)°% 
nécessairement distinctes. 


D. Considérons à volonté deux équations, l’une dans le groupe B,, 
l’autre dans le groupe @,, sous la seule condition que leurs premiers 
membres soient les dérivées d’une même fonction inconnue. Si, pour 

ie du r 2 : wie du - 
fixer les idées, a u, est l'équation extraite de B,, et mo l 
quation extraite de 3,, on considérera la relation ultime du systeme 


é- 


, : . du ES 
donné qui a pour premier membre =» et lon y remplacera celui-ci 
dx dy 


du! ; ee ie ; 
par 773 quant aux dérivées paramétriques qui peuvent figurer dans 


le second membre, on les remplacera, si elles sont du premier ordre, 
par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, et, si elles 
sont du second ordre, par des dérivées premières appartenant aux nou- 
velles fonctions inconnues; on aura soin seulement, toutes les fois 
qu’une substitution de cette dernière sorte sera possible de deux ma- 
nières, de choisir, parmi les deux dérivées à substituer, celle dont la 
cote (p + 1) est la plus faible (C). 

En variant de toutes les manières possibles, sous la seule condition 
que leurs premiers membres appartiennent à une même fonction 
inconnue, le choix des deux équations respectivement prises dans les 
groupes B,, D, et répétant chaque fois l’opération précédente, on 
formera un TROISIÈME GROUPE D. . 


E. Désignons enfin par à une dérivée (seconde) des anciennes fonc- 
tions inconnues, possédant la double propriété d’être paramétrique 
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par rapport au système donné, et cardinale par rapport au groupe B,; 
puis, égalons entre elles les deux expressions dont cette dérivée est 
susceptible à l'aide des nouvelles fonctions inconnues, en ayant soin 
de faire figurer au second membre celle dont la cote (p +1)°"* est la 
plus faible (C). 

En variant de toutes les manières possibles le choix de la dérivée à, 
et répétant chaque fois l'opération précédente, on obtiendra un qua- 
TRIÈME ET DERNIER GROUPE 3B,. 


F. Le système 
(3; DB, B;, 3 |, 


formé par la réunion des quatre groupes, est celui auquel fait allusion 
notre énoncé. 


6. Du simple rapprochement des deux numéros précédents (4), 
(5), il est facile de conclure qu’à l’aide de simples différentiations, un 
système harmonique et passif d'ordre quelconque se ramène, de proche en 
proche, à un système harmonique et passif du premier ordre, présentant 
la forme linéaire par rapport aux dérivées des fonctions inconnues qu'il 
implique. 

Dès lors, et en vertu du n° 3, de simples résolutions d'équations, com- 
binées avec des differentiations, permettent, dans les circonstances géné- 
rales, de ramener un système différentiel quelconque à un système har- 
monique, passif et linéaire du premier ordre. 


FIN DU TOME X DE LA TROISIÈME SÉRIE. 
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INTRODUCTION. 


Depuis Newton, le but final de la Mécanique céleste est de savoir 
si la loi de la gravitation universelle peut expliquer a elle seule tous 
les phénomènes astronomiques. Le moyen d’y parvenir est de faire des 
observations aussi précises que possible, de les prolonger pendant de 
longues années ou de longs siècles, afin de déterminer avec une grande 
exactitude les inégalités des mouvements des corps célestes et de les 
comparer ensuite aux résultats du calcul. 

Or la Lune est facile à observer et son mouvement présente plu- 
sieurs inégalités importantes. La théorie de notre satellite fournit donc 
un excellent contrôle de la loi de Newton; elle nous donne aussi des 
renseignements précieux sur la parallaxe du Soleil, sur l’aplatisse- 
ment et la rotation de la Terre. 

Pour toutes ces raisons, la théorie de la Lune est d’une importance 
capitale en Mécanique céleste. Mais elle est aussi difficile qu'impor- 
tante. Tous les géomètres qui ont suivi Newton s’en sont occupés et, 
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malgré leur génie et leurs efforts, les diverses théories qu'ils ont faites 
pour expliquer son mouvement laissent beaucoup à désirer. 

Les récentes découvertes de M. Poincaré sur le problème des trois 
corps nous montrent, en effet, le peu de rigueur des anciennes mé- 
thodes et nous appremnens qu’aucun des développements auxquels 
elles nous conduisent n’est convergent. | 

Heureusement, M. Poincaré ne nous a pas laissé au dépourvu : les 
théories des solutions périodiques et des solutions asymptotiques nous 
permettent de calculer plus rapidement et plus exactement que par les 
anciennes méthodes les coefficients de certaines inégalités. 


C’est en appliquant la première de ces théories que j’ai calculé, de 


une première approximation, les coefficients des principales inégalités 
périodiques des longitudes du nœud ascendant et du périgée de la 
Lune. Dans ce travail, j’ai pris pour point de départ les équations 
canoniques qui ont servi à Delaunay. 

Enfin, dans le dernier Chapitre, j'ai indiqué d’autres équations cano- 
niques qui définissent le mouvement relatif de la Lune, par rapport à 
un système d’axes animé de deux rotations correspondant aux mou- 
vements séculaires des nœuds et du périgée. 


PREMIÈRE PARTIE. 


SUR LES MOUVEMENTS DES NOEUDS ET DU PÉRIGÉE DE LA LUNE. 


I. — Equations canoniques d'où dépend le mouvement de la Lune 
autour de la Terre. 


Soient 

Ox, Oy, Os les trois axes rectangulaires passant par le centre de la 
Terre; 

x, y, 5 les coordonnées du centre de la Lune; 

x’, y’, s' celles du centre du Soleil; 


UT 
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m, m', M les masses de la Lune, du Soleil et de la Terre; 
R la fonction 


3 


item! [ he ax'+ yy'+ 23! 
Ve—2FE y) + Y - 


les équations du mouvement de la Lune sont 


en ae Cire ee Nn eh AU 
pee jee a deh Oe Gye ae rh 107 


u y désigne la somme M + m. 
Si l’on supprime les seconds membres, on a les équations du mouve- 


ment elliptique 


dx x dy y d?z 3 
Cao r= ie ons 


On suppose que le plan des xy est le plan de l’écliptique et que Ow est 
la ligne des équinoxes. 
Soient 


NII l’orbite de la Lune; 
N le nœud ascendant; 
II le périgée. 
Désignons par 
a le demi grand axe de l'orbite lunaire: 
e son excentricite ; 
p son paramètre; 
< le temps du passage au perigee ; 
h la longitude du nœud ascendant; 
g l'argument de la latitude du périgée. 


L'intégration des équations (a), par la méthode de Jacobi, donne 


les intégrales x, y, 3; es a = du mouvement elliptique en fonction 


du temps ¢ et de six constantes arbitraires C, G, H, 6, g. k, dont la signi- 
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fication géométrique est donnée par les formules Re Tes ANR 


145 c=--, G=vep, Hans 


Ch Ts g=NI, RE TN: 


Si, dans les équations (x), on rétablit les seconds membres, on a 
les équations a du mouvement troublé. La fonction R, qu depentia 
de æ, y, 3, æ', y, =, devient une fonction connue de 2’, y’, s', © ’est- 
à-dire du temps ¢ et des constantes C, G, H, c, g, A. 

En considérant ces six arbitraires comme de nouvelles variables, la 
théorie de Jacobi nous apprend que les dérivées de ces variables sont 
données par les équations 


DRAC Oke dc _ OR 
AM ge alae due 
dG _ OR dg - OR 


(0) E de di Oe OCs 


dH OR dh OR 
dt Oh ° dt oH 


Mais ces équations présentent, comme on sait, un grave inconvé- 
nient. 

Dans le mouvement elliptique, æ, y, s sont des fonctions pério- 
diques de n(¢+c), n étant le moyen mouvement de la Lune, et des 
formules (2) il résulte que x est fonction de C. De sorte que, dans les 
formules (6), le temps sort des signes sinus et cosinus, et ces for- 
mules ne peuvent s’appliquer Sennen ni servir à la construction 
des Tables. 


On évite cet inconvénient, en prenant, au lieu de €, la variable / dé- 
finie par l’équation 
l=n(t+c). 


On voit que Zest l’anomalie moyenne. 


Apres ce changement de variable, les équations (6) n'ont plus la 
forme PEL mais on les y ramène en posant 


PS TT 
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L étant une nouvelle variable. On peut écrire cette équation 


da 


2Va 


dL = Vu d'où L=ypa. 
En résumé, les formules (6) peuvent être remplacées par les sui- 


vantes 
ath. oR dG OR dl — OR 


a ai dh’ PTT HU OS 
jé om, de 0 
Hive OH Al ee © TE dt Ole 


R=A-+ TBeos[k(h+¢+l—h'— gi) + kg +) + RENE. 


A et B sont des fonctions développables des éléments osculateurs geo- 
centriques de la Lune et du Soleil. 
Les variables L, G, H, /, g, À y ont la signification suivante 


L=Vap, G=Lyi—e, - H=Gcosz. 


/ désigne l’anomalie moyenne de la Lune; 

g la distance angulaire du nœud ascendant au périgée; 
h la longitude du nœud ascendant; 

l', g', h les quantités analogues pour le Soleil. 


Pour simplifier l'écriture, nous désignerons dans la suite par D la 
différence des longitudes de la Lune et du Soleil; c’est-à-dire que nous 


poserons 
D=higtl—h'—g'—l. 


II. — Méthode d’intégration. 


Pour intégrer les équations (1), on a du procéder par approximations 
. . | ja . 
successives, en se basant sur la petitesse du rapport — des distances 


de la Lune et du Soleil a la Terre. 

Delaunay a ainsi déterminé les expressions des coefficients des iné- 
galités des coordonnées de la Lune, jusqu'aux termes du septième 
ordre inclusivement. Nous aurions pu déduire de ses calculs les inéga- 
lités périodiques des longitudes du nœud et du périgée. Nous avons 


AR fe ay Pe Li wees i. = Ss és Cf y 
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cru préférable d'employer les nouvelles méthodes inventées par 
M. Poincaré. 

Nous nous proposons donc d'appliquer la théorie des solutions 
périodiques à la détermination des coefficients des inégalités pério- 
diques, qui correspondent dans les mouvements des nœuds et du pé- 
rigée aux trois grandes inégalités périodiques de la longitude. 

La méthode que nous emploierons pourra, du reste, s'appliquer à 
la détermination des inégalités des nœuds et du périgée qui corres- 
pondent aux petites inégalités périodiques de la longitude ou des 
autres coordonnées. 

Nous ne conserverons donc dans R que les termes qui introduisent 
dans la longitude, V, l’une de ses trois grandes inégalités : variation, 
évection et équation annuelle. Dans ces termes, que nous détermine- À 
rons au Chapitre suivant, nous remplacerons /, l par leurs valeurs ! 
déduites des observations, et nous négligerons les variations du grand 
axe. | 
Nous n’aurons plus alors que les quatre équations 


a! See dm aa 


dis, ARS AG obs LOR 


dt Oh dt ms Og 
dh OR dg __ aR 
dio |. ane dt, Oe 


et la fonction R, qui figure dans ces équations, sera de la forme 
R=A-+ ZBoos[(in+i'n')t+i"g+i"h+q]). 


On sait que les nœuds sont animés d’un mouvement rétrograde, 
dont la période est | 
a = 6793), 39; 


par conséquent, est une fonction périodique de période a. 
Le périgée étant animé d’un mouvement direct, dont la période est 


b = 3232, 57, 


g +h est une fonction périodique de période b. 


Or ga et 196 ne different pas de la centième partie de leurs valeurs. 
Posons donc 


9a=196=T= 61418, 83; 


sons rl ces Seraneat: par @, NOUS, aurons ainsi 


“in + AE até (à très grand ete< “M 


eZ KZ (in nt üat+etûk +et. 


| Nous négligerons, dans tous les arguments, et devant £,4, ce qui 
“revient à une très légère modification des moyens mouvements. La ’ 
‘al fonetion R ne contiendra plus le temps explicitement : elle sera de la 


forme | | Lo 
, R=A+ZBeos(i,,k+ig+h+q); oe _ Pa 


ales pue des dartables linéaires H, G et des variables angulaires 
Aie gk , qui ont pour Bede fis 
jte | 
D—— KR : 
et déterminons K par l'équation 
MERE | (dK 1 0%: 
Ui Seok 


| PR NERO dk 07 

= es | ide? Con din ae” Gee OK? ; 
eS} ah eo dg __ o® dk a 
EE OW ai OG. ae aK” 


£ ba ae Rye, 
cd ; Dd—®d,+R;; 


sR, ®, désignant les parties non périodiques de R et ®, R, est l’en- 
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© semble des termes Senate de R, que nen 
le but que nous nous sommes END à Ry conti rt. 


DUR en facteurs, 
A Les RUE (2) ont l'intégrale 


d— const. a) ae x 


Considérons cette constante C comme une donnée du «FA IÈnES et 
posons, comme M. Poincaré, 


> 


2a 

Désignons, pour un à instant, par a; l’une quelconque des variables. ne 

L, G, H, et par y; la variable angulaire correspondante. 
Les équations (2) peuvent s’écrire 


aft SCay; «+. OF 
(2') 4 DE - = 
. yas ee OU Oe | DA + 2 
dira oGdr; 00%: 4 k , 4 


Les solutions des équations (2), qui correspondent à la valeur particu- 
lière C de l'intégrale ®, appartiennent aussi aux équations (2! ). 

Et, comme M. Poincaré l’a montré, une solution de (2), qui est telle 
que ® soit égal à une constante C, différente de C C, appartient encore 


aux équations (2°), pourvu que I’ on y change ¢ en ee. 
ae: En effet, en changeant, dans a équations (2), ¢ en he elles de- 
na, viennent 

ld Me ada re Ne 
dee an Vente. came \ 
EN ed” LE 

rt et, comme ® = C,, ces équations peuvent s'écrire 

yet \ 

i,” . dx; Le av? a= aF | 

pe. | Stee Sy ek Hal 

we, lh =: i 

Saas ay; = att = aE ae 


‘alta hy MÈEE 2Cdz; dax; 
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Des solutions de (2), il est donc aisé de déduire celles de (2), et in- 
versement. 

Nous considérons donc, au lieu du système (2), le système 


ov 


a oF dû OF dK OF 
7 Diem Oh DTA ie. Woke 
| dh OF dg oF dE kode 
ap Oe AT Ou. Ci (0K 
F — — 


(DE + 2K, + Ri). 
Désignons par F, la partie non périodique de F; par n?a’F, la partie 
ériodique. Nous pouvons considérer n’?a? comme un paramètre tres 
I e 
petit » et écrire 
=F, se n'*a2F,, 
(4) 7: F == F, = pF. 


F, se compose du carré de ®, et des termes non périodiques qui 
proviennent du carré de R,. 

n’a?F, se compose de 2@,R, et des termes périodiques qui pro- 
viennent du carré de R,. 

C est du premier ordre en n'a? ou yp, ainsi que F,; F, est du 
deuxième ordre en na’. 

M. Poincaré a montré que les systemes canoniques tels que (3) 
avaient des solutions périodiques de période arbitraire, et il a indiqué 
un procédé rigoureux d'intégration. 

Nous allons appliquer sa méthode aux équations (3) et chercher 
ainsi une solution des équations (2) ordonnée suivant les puissances 
croissantes de x et dont les coefficients sont des fonctions périodiques 
der: 

Nous posons donc 


H=H+uH'+pH+..., 
G =G° + pG'+ p?G?+..., 
K = K?+ pK'+ p’?K?+..., 
h =R + phi + wh? +..., 


Bae ee he Cire? 
k? 


kak + pk +p? 


F 


ie | a7, Le 
Dans F, à la aie des variables G, H, Fe g. À, Tes she oe 
développements précédents et développons F suivant es | \ 


de wu. Nous aurons 
F — F,+ pd, + peD,+. “gts 


Il est clair que 


D, — — F,(H°, G°, K°, 4, uen eee of. 


, ne dépend que des variables H°, G°, Ke, h°, 9°, k°, H!, G', K'. 
sake posé, on voit que, en égalant les mémes puissances de uv, on 
obtient une série de groupes d’ équations différentielles dont les pre- 


miers sont 


dpe” SoH ral outa alg. enone 

(dot * 06, dG! db, dK' _ 0%, 

iy Berar ree ra ee 
[ral as OO APE ees Oe eee 

a CCE CN A LS 


On intégrera d’abord le systeme (5), puis le systeme (6). 
Nous remarquerons que, pour avoir une intégrale des équations (2) 


de période T, il ne faut pas chercher une intégrale de (3) de période T; 


car, pour cette intégrale, ® serait généralement égal à une constante C’ 
différente de C, de sorte que, pour déduire de la solution considérée 
des équations (3) une solution des équations (2), il faudrait y rem- 


C 
placer ¢ par (Gr et l'intégrale ainsi modifiée n'aurait plus pour pé- 


riode T. Nous chercherons donc une solution des équations (3) de 
période T,. Pour cette solution, ® sera égal à une constante C’, et en y 


C : : 
remplaçant ¢ par 455 on obtiendra une solution des équations (2) de 
€ id A] ay 
période T, o 
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III. — Expression analytique de la fonction F. 


Après avoir exposé la méthode d'intégration que nous suivrons, 
nous allons former l'expression analytique de la fonction F. 

Ne considérons que les termes de R qui, pris isolément ou com- 
binés avec d’autres, introduisent dans la longitude » une inégalité de 
même période que l'évection, la variation ou l'équation annuelle, et 
réduisons R à ceux de ces termes qui donnent dans ¢ des inégalités 
d'ordre inférieur au cinquième ordre. L'expression de la longitude de 
la Lune, qui résulterait alors des intégrales des équations (1), contien- 
drait les trois inégalités considérées avec des coefficients ne différant 
de ceux que donnent les observations que de quantités du cinquième 
ordre. 

Par conséquent, les intégrales g et A des équations (1), obtenues en 
réduisant ainsi R, nous détermineront en quelque sorte les inégalités 
périodiques des nœuds et du périgée qui correspondent aux trois 
grandes inégalités périodiques de la longitude. 

De cette façon, nous négligeons, dans la fonction perturbatrice, des 
termes qui, à première vue, semblent plus importants que d’autres 
que nous conservons; puisque, pris séparément, ils introduisent dans 
les expressions des coordonnées de plus grandes inégalités. Mais, en y 
regardant de près, il est manifeste que, pour juger du degré d’impor- 
tance d’un terme de R, il ne faut pas seulement, comme Delaunay l’a 
fait dans sa Théorie de la Lune, considérer l’ordre de la plus grande 
inégalité que ce terme, pris isolément ou combiné avec d’autres, intro- 
duit dans les coordonnées. Il faut encore considérer les arguments des 
inégalités qui en résultent : un terme qui introduit dans l’une des 
coordonnées, ?. par exemple, une grande inégalité, mais dont la pé- 
riode est différente de celles qui correspondent aux principales inéga- 
lités de ¢, n’est pas un terme très important. Les inégalités qui en 
résultent sont détruites à très peu près par d’autres provenant de 
termes d’ordre plus élevé de R. Il ne peut pas en être autrement, 
puisque l'observation nous apprend que de semblables inégalités 
n'existent pas dans la longitude. 
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Ces considérations, dont Delaunay n’a tenu aucun compte dans ses 
immenses calculs, n’avaient pas échappé à Laplace. Dans l’équation 
qui lui servait à déterminer l’inverse de la projection du rayon vecteur 
de la Lune sur le plan de l'écliptique pris pour plan des coordonnées, 
Laplace a négligé des termes qui paraissent tres importants, car ils 
acquerraient des diviseurs du deuxième ordre par l'intégration : il 
avait remarqué que les inégalités qui résultaient de ces termes se 
détruisaient à très peu près et devenaient ainsi conformes au résultat 
des observations ('). : 

Dans le méme ordre d’idées, M. Poincaré a remarqué qu’il doit y 
avoir dans la fonction perturbatrice des groupes de termes qui, pris 
séparément, ne sont pas négligeables, mais dont l’ensemble ne produit 
pas d’inégalité appréciable. 

La connaissance de ces groupes permettrait de simplifier énormé- 
ment les calculs. Malheureusement leur formation nous semble diffi- 
cile; quoi qu'il en soit, nous n’avons pas encore obtenu de résultat 
assez général pour en faire mention. 

Nous allons d’abord chercher les termes de R qui, considérés isolé- 


. ment, introduisent dans la longitude ¢ des inégalités d’ordre inférieur 


au cinquième ordre et d’argument /’, 2D ou 2D — J. 
On sait qu’au cinquième ordre pres, l'expression de V est 


V=h+g+l+(2e—te)sinl{+ (ie — Me) sinal 
+ 73 e' sind /+ 4% et sin4l + ( 


y?— y — ye") sin(2¢ + 20) 
—2y'esin(2g +3l) +o2y’esin(2g +71) 
— Bye sin(2g +4l)—iye sin2g +!ytsin(4g + 40). 


Soit A;cosa un terme de R; ¢ étant l’ordre de la plus grande inéga- 
lité que ce terme introduit dans /, g, k, L, G, H, nous dirons, avec 
Delaunay, que ce terme est de l’ordre z. 

Nous allons montrer que, en général, un terme d'ordre 7, introduit 
dans V des inégalités qui sont au moins de l’ordre i + 1. 


Pour cela, il suffit évidemment de considérer les deux premiers 
termes de V. 


(1) OEuvres de Laplace, T. WI. 


PRET CES OT, 
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Cherchons d’abord les termes d'ordre 7, A;cosa qui introduisent 
dans À + g + / des inégalités du même ordre. Réduisons, à cet effet, 
À; à sa partie principale a;, et R au seul terme périodique a;cos«. En 
développant les équations qui définissent /, g, h, elles deviennent 


dl Bee OR 1—e? OR 

dt anda ane ode’ 

az ie" OR I— 27? OR 
ai - ane “oe han Vr— e dy” 
dh I oR 


dt | fényi à Oy 


Si donc a; dépend de e et non de y, c’est dans /, g que A;cosa in- 
bi Wd pete aR ; 
troduit des inégalités d’ordre 7; comme —— a des signes contraires 


de 
da s dl dg ] : ti ‘ . l d ey li i dé 5 
n ae re es par 1eS principa es de ces nega ites se etruisent 


dans /+ get, par suite, dans V. 

Si a; dépend de y et non dee, c’est dans g, A que A, cose introduit 
des inégalités d'ordre 7, et pour la même raison que précédemment 
leurs parties principales se détruisent dans g +A. 

Enfin, si a; est indépendant de e et y, le terme A;cosa n’introduit 
pas d’inégalité d’ordre # dans g et 4; mais il en introduit dans / et, par 
suite, dans le premier terme de V. 

Il est aisé de voir que les inégalités introduites dans esin/ par un 
terme quelconque d’ordre z sont au moins de l’ordre z+ 1. 

Si a; dépend de e ou de y, A;cose introduit des inégalités d’ordre 
i+ 2 dans G et H; donc d’ordre +1 au moins dans e. Dans le cas 
où a; ne dépend ni de e ni de y, l'argument de A;,cosa est de la 
forme 


Rekha el hi eT)", 
car, en général, a est de la forme 


ask hte + l— ha gd) — KM kg + + AE, 


et A; contient e, y, e’ à des puissances respectives, au moins égales 
aux valeurs absolues de 4’, #”, #”. 


he pan si 7 ne dépend ni de e,ni dé Ye on a 


VA, COR | 
aa Ga 


Dec. 
se lé pencuor. ern a 


Lu 
7 rew 
4, 


d(a;cosa) CRE 
Ob.” LOU TE 


dl didi, di dû 
di di di dG dt 
1—e? dR vi—e? OR 


~ “ane dl" ane og 


Les parties principales du deuxième membre se détruisent et A; cosa 
introduit encore dans ce cas des inégalités d’ordre «+1, au moins 
dans e et, par conséquent, dans le deuxième terme de V. 

Les seuls termes d'ordre #, qui introduisent dans 4 + g + / ou dans 
V des inégalités d’ordre z, sont ceux dont la partie principale ne dé- 
pend, ni de e, ni de y. Mais ces termes du quatrieme ordre sont tres 
peu nombreux, et l’on voit aisément qu’aucun d’eux n’a pour argu- 
ment 7, 2D, 2D —/. | 

Done, pour caleuler la variation, Leo et l’équation annuelle 
au cinquième ordre près, il n’y a pas à tenir compte des termes de R 
qui sont du quatrième ordre. D’après ce que nous avons dit au début 
de ce paragraphe, nous ne prendrons dans R que des termes des pre- 
mier, deuxième et troisième ordre. 

Delaunay a cherché tous ces termes de R, il a réuni tous leurs argu- 
ments dans un Tableau que nous allons reproduire, en mettant, en 
regard du numéro de chaque terme, son argument et son ordre. Pour 
simplifier l’écriture, nous désignerons par D la différence des longi- 


_tudes du Soleil et de la Lune; c’est-à-dire que nous poserons 


D=h+g+l—h'—g'—l. 


LE << leo 
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Numéro Numéro 
des des 
termes. Arguments. Ordres. termes. Arguments. Ordres. 
Arr l 1 DS Sebi 4D — 7 3 
De cs 2D + / I DOS. 4D +4 3 
GS ETS 2D — / I BU eye Aer 3D+1 3 
AFF Re 2D — 27 I Ol byes cts 3D—1 3 
Dexhart 2D—(ag+ 20) I S PAPE Dose D + { 3 
Mere Pa UE MA 2 JO (2g +21) +1 3 
TRS 2D—/—7 2 DAS nee (2g+2l)—1 3 
See 2D—I+T 2 Sse aad. 2D—(ag+al)+1l 3 
bas bas 2D+/l—I’ 2 SOx atest 2D—Qg+a2l)—l 3 
AUS. 2D+/+1' 2 Siete ote 2D— Tl 3 
AAA ee l+r 2 DS dle “~ 2D+0 3 
UPAR coer l—/ 2 DORE 2g +ol+l 3 
WB IoS cole 2D 2 ADS 2g+2l—/ 3 
AA Sr 2g +21 2 ASE 2l+l 3 
AD al 2 ADR see 21 —(l 3 
A6. 2D +27 2 A ee 2D + 27 a5 
A7. 2D— 27— 7 2 MACK, sre 2D+92/—7 3 
A Seer asa: 2D— 927+ 7 2 AD). 2D+el+1 3 
MO rears D — 7 2 Abe eee 31 3 
PAVE Sees at D—Jl+7 2 Files as 2D + 31 3 
DPF. 28 2 AS ur 2D — 37 3 
ER nee 2D—(289+21)—7 2 HON, cae 2D—2l—al 3 
DS sms oies 2D—(ag+2/)+7 2 LEONE 2D—2/+0/ 3 
DA sas l+ol 3 YU A ces ve D—/—T1 3 
2e l—2l 3 DO amine D—/+T7 3 
DG eis. oes 2D+J—al' 3 DO 2D—(ag+2/)—a2l’ 3 
TPE 2D-—l—al’ 3 Dies: 2D—(2g+2l)+2l 3 


Considérons d’abord les termes du troisième ordre; soit A, cose l’un 
d’eux. 

I] ne peut introduire d’inégalité du quatrième ordre dans V que par 
les deux premiers termes À + g + /et esinl. 

En ne conservant dans R que ce seul terme périodique A, cose, 
h + g + l devient, par l’intégration des équations (r), 


h+g+l+esinc; 
e sin / devient, de même, 
(e +e, coSa) sin(/ +e,;sinæ). 


En développant ce produit par la formule de Taylor, on voit que les 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. 8.3 
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termes du quatrième ordre v ont pour arguments 


Caml 


Donc, il ne faut prendre, pour le but que nous nous sommes pro- 
posé, que les termes du troisième ordre, dont les arguments x sont 
tels que 

a ours dt D /2D—{;: 
mais, en nous reportant au Tableau précédent, nous voyons que ces 
termes n’existent pas. 

Passons aux termes du deuxième ordre, soit A, cose l’un d’eux. 

Il n’introduit des inégalités d’ordre inférieur au cinquième dans 
V que par À+.g+{, et par les termes du premier et du deuxième 
ordre de V. Le terme de R d’argument /’ donne dans k + g + / des iné- 
galités du deuxième ordre et de même argument /’ que |’équation an- 
nuelle; nous devons donc en tenir compte. Considérons un terme du 
deuxième ordre, A, cosa, dont la partie principale a, de A, dépend 
de e; d’après ce que nous avons dit précédemment, ce terme introduit 
des inégalités du deuxième ordre dans / et g, du troisième ordre dans 
g—+lete. 

De sorte que, en ne conservant dans R que ce seul terme pério- 
dique, 


h+g+l devient h+ g+l+e,sine, 

e sin / » (e + d, cosa) sin( {+ & Sin), 
e? sin 2 / » (e+ d3 cosa)? sin(22+ 2€ sina), 
y sin(2g + 20) » (y +n; cosa)? sin(2l+ 29+ 2¢83;sina). 


En développant ces expressions par la formule de Taylor, on trouve 
que les termes d'ordre inférieur au cinquième y ont pour arguments 


al" ecdal,- #2 (a2 pol), 


? 2 x . ” 
et l’on arrive à des conclusions analogues pour les termes du deuxième 
ordre, dont la partie principale du coefficient dépend de y ou dee et Y. 

Nous devons donc prendre les termes du deuxième ordre, dont les 
arguments « sont tels que 


a @bl,atal, at(2g+al)=[l, aD, 2D.—, 
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c’est-à-dire les termes qui, dans le Tableau précédent, ont les n°’ 6, 
Pi lo. 16. 

D’après tout ce qui précède, il est manifeste que nous devons aussi 
tenir compte des termes du premier ordre : 2, 3, 4, 5. 

Les inégalités qui résultent de deux termes A;cosa et À;cosÿ 
peuvent encore se combiner entre elles et donner ainsi, dans esin/, 
des inégalités d'arguments « + 6 et d’ordre au moins égal à +7 +1. 

En effet, soient ¢,;,, cosa et à, sina les inégalités que A;cosa, con- 
sidéré isolément, introduit respectivement dans e et /; e;,, cos et 
Ô;sinÿ les quantités analogues qui résultent de A;sinf. 

A cause de ces deux termes, 


esin{ devient (e+e;1 cosa +e;,1 cosB) sin(/ + 0;sina + d,sinf). 


En développant cette expression par la formule de Taylor, on voit: 
que les inégalités introduites dans esin/ et dont les arguments con- 
tiennent à la fois « et 8 sont au moins de l’ordre :+j +1, et ont des 
arguments de la forme « + 6 +. 

Il en résulte qu’aucun terme du troisième ordre, associé même à un 
terme du premier ordre, n’introduit dans V d’inégalité d’ordre infé- 
rieur au cinquième. 

Mais il n’en est pas de même des termes du deuxième ordre : en 
désignant par 8 l'argument d’un terme du premier ordre, nous devons 
donc tenir compte des termes du deuxième ordre dont les arguments « 


sont tels que 
Cee tee), > DE}, 


c’est-à-dire les termes 7, 8, 14, 15, 17, 18 du Tableau donné précé- 
demment. 

En résumé, pour calculer les trois grandes inégalités de la longi- 
tude de la Lune, au cinquième ordre près, il suffit de réduire R aux 
termes suivants : 


1° Les cinq termes du premier ordre... jh RES RAT EUR 


ee God, 212, 13,°16 
2° Les onze termes du deuxième ordre. 7, 8, 14, 15, 17, 18 
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Malheureusement, ces termes périodiques n’introduisent pas seule- 
ment dans V des inégalités d’arguments /’, 2D, 2D — /. Ils y en intro- 
duisent encore beaucoup d’autres qui doivent se réduire entre elles et 
avec celles qui résultent des termes de R dont nous n’avons pas tenu 
compte. Cela est nécessaire pour que les résultats des calculs soient 
conformes à ceux des observations. Nous devons donc chercher si, 
parmi les termes du deuxième ordre de R que nous avons négligés, 1l 
y en a qui réduisent sensiblement les inégalités d'arguments autres 
ques, 2D D), introduites par les termes de R dont nous avons 
dû tenir compte pour calculer les expressions analytiques de la varia- 
tion, de l’évection et de l'équation annuelle au cinquième ordre près. 

D'après tout ce qui précède, il est manifeste que les termes 22 et 23 
associés au terme 5 introduisent dans esin/ des inégalités du qua- 
trième ordre d'arguments / + /’ et / — l'; celles-ci réduisent donc les 
inégalités de mêmes arguments introduites dans À + g+ { par les 
termes 11 et 12. 

De même, le terme 21, associé au terme 5, introduit dans V des iné- 
galités d’argument 2D — 2/ qui se réduisent avec celles qui résultent 
du terme 4. 

Nous ajouterons donc aux termes considérés précédemment les 
termes 21, 22 et 23. 

En définitive, nous prendrons dans R tous les termes du premier et 
du deuxième ordre, excepté les termes 9, 10, 19, 20. 

Avant d’écrire l’expression de la fonction perturbatrice, réduite aux 
termes précédents, il ne nous semble pas inutile de remarquer que les 
inégalités introduites dans les coordonnées par deux termes dont les 
arguments sont de la forme / + il’ et / — il’ se réduisent entre elles et 
deviennent de l’ordre 7 + 2 si les deux termes considérés sont de 
l'ordre 7. 

Vérifions-le, par exemple, pour les termes du deuxième ordre 11 
et 12: 


A cet effet, ne conservons dans R que le seul terme périodique 14 
et réduisons son coefficient à sa partie principale 


. m'a? 
R=A—3 Gia ee! cos(/+ l'), 


i ; (Si place" | 
EE eS ved Ley É 
ee ae cos(l+1'), : 


4 


“à ey Saal es a? Ne 

TR = one BAU tape Nae J 
à RE pee 7 sin(2-+U') +... 

et FT an | 

: poe fea pel ccm 


Leterme esin/ de V devient donc 


a | x) n'? : : 3 e! ni? : 
D ips Tx eres yan) safe ie ay sin + 0 
#2 ANT RE Le sin l! " 
me = TRE Vire ) | 


En changeant dans tous les caleuls précédents /’ en — l', on voit que 
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le terme en cos(/— /’) de R introduit dans le même terme de V l’iné- 
galité 


3 ne , 
—— BASE a sin //+-. De 


Les inégalités introduites dans V par les termes du deuxième ordre 
et d'arguments /+ J’, | — l’ se réduisent donc au quatrième ordre. 

On vérifie de la même façon que les inégalités introduites par ces 
deux termes de R dans la coordonnée U se réduisent au quatrième 
ordre. 

Tout ce qui précède s'applique, sans aucune modification, à deux 
termes de R dont les arguments sont de la forme / + i’ et /— dl’. 

Revenons aux inégalités introduites dans V par les deux termes 11 
et 12. Nous venons de voir qu’elles se réduisent au quatrieme ordre. 
On est conduit à se demander si ces inégalités du quatrième ordre, 
qui sont déja la réduction d’inégalités du troisieme ordre, ne sont pas 
elles aussi réduites par les inégalités provenant des termes d’ordre 
plus élevé de R. C’est assez probable; la réduction des inégalités pro- 
duites par les termes des différents ordres de R revient, du reste, a 
existence des groupes dont nous avons parlé précédemment. 

Les quatre termes du deuxieme ordre 9, 10, 19, 20 ne donnent pas 
dans V d’inégalité d’ordre inférieur au cinquième et d’arguments J, 
2D, 2D —/; mais ils y introduisent d’autres inégalités du troisième 
ordre qui ne se réduisent pas avec celles qui proviennent des termes 
du premier et du deuxième ordre. Cependant ces inégalités ne sont 
pas conformes aux résultats des observations. Elles se réduisent donc 
avec les inégalités de mêmes arguments, qui résultent de termes 
d'ordre supérieur de R; et l’on peut déterminer ces termes en suivant 
un procédé analogue à celui dont nous nous sommes servi pour 
trouver les termes de R qui introduisent dans V des inégalités d’argu- 
ments /’, 2D, 2D —/ et d'ordre inférieur au cinquième. 

Nous allons maintenant écrire le développement de la fonction per- 
turbatrice. 

Nous négligeons les termes d’ordre supérieur au quatrième dans la 
partie non périodique et aussi dans les coefficients des termes pério- 
diques considérés précédemment; enfin nous ne tenons pas compte 
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du terme 13, qui ne donne que de tres petites inégalités dans g et A, 
car il est du deuxième ordre et la partie principale de son coefficient 
ne dépend ni de e, ni de y. | 

Nous avons ainsi 


R= na(—iÿ+ietiy—yte— byte + jee) 
+ n'a |— Lecosl+ (3e — $y’e) cos(2D + /) + (— 2e + Sy%e) cos(2D — #) 
— S3ee'cos(2D — /— I’) + $ee'cos(2D — i+ l)— 3ee'cos(l + 1) 
— 3ee!cos(l — I’) + $y? cos(2g + 21) —+e? cos2l-+ 3e? cos(2D + 2/) 
+ 15e? cos(2D — 21) + ere’ cos(2D —2l—l — See cos(2D—21+ 1) 
+iëpe cos2g+3y cos[2D—(28+2/)]+ 2142 ¢/c0s[2D —(28+21) —U] 
— #ye'cos[2D — (2g +21) +0] : 


IV. — Intégration des équations (5) et (6) du § Il. 


Cherchons d’abord les développements des fonctions ®,, Fo, F,. 
Nous avons posé, au § I, 


o—@,+ Rk, 
@ 
a at a (Do + Ry)? = Fo+ nr? ark, 


F, étant l’ensemble des termes non périodiques deFetF, l’ensemble 
des termes périodiques. On voit donc que 


I 5 ale 5 
= 5 (D? + partie non périodique de Rj); 
or R? se compose d'une somme de produit de deux cosinus et d'une 
somme de carrés de cosinus. En d’autres termes, 


Ri=224%5 cos a cosf + ZA? cos x; 


nous y ferons les deux transformations 


2 cosa cosh = cos(a + ph cos(a — 6), 


cos? x = + $co0s2e. 
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here D A? 
Il est manifeste que la partie non périodique de R est >> oo 


A? n'a?) 2061 42 of 4 88 obi, 
= = CT (Het Byte Sere et OY TE 


de sorte que 


I 3 CNT pals Wye ere is 
R= | 2K? 9aK n!*a?(— £y2+ $e2+ $y'— Pye? — tye + see") 


2 
12 42)\2 
(PEN (retaper +agtieter + gy + 38e) |. 
Nous avons trouvé précédemment que les équations qui détermi- 
nent 4°, g°, 4°, H°, G°, K° sont 


dK° OF, dG° OF, dH° OF, 


dt ok’ CT deh ae = ahs 
i dk __ OF, dg? __ OR) dit _ dm. 
imine LORS ode relat dias fale 


Nous allons chercher une solution périodique, de période F,, de 
ces équations. 
Déterminons a, par l’équation 


Ca Wie 2T, 


les coefficients du temps dans #°, g°, 2° seront des multiples de «,. 


Posons ensuite 
oor aC, : … 


a; = C « 


| 
| 
| 


C, et T, seront liés par la relation 


aT, = 2%. | 
Nous déterminerons plus loin la constante C,. 
Revenons aux équations (1); les trois premières de ces équations 
nous montrent que K°, G°, H° sont des constantes; nous déterminerons 
ces constantes en égalant les seconds membres des trois dernières 
équations (1) à des multiples convenables de «,. Puisque & est une 
fonction périodique de z, de période T, que À diminue de 27 dans le 
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T 
temps a — rs et que g + À augmente de 27 dans le temps b = cat 


nous devons déterminer K°, G°, H° par les trois équations 


OF) = GP 

Okiear ee 

OF 5 C, 

(2) — G3 = 28a,= 28a— ne 


Don, é 
HIVER ra CRE oe 


Des relations qui lient Get Hae, y, on déduit que 


e°? e? 
dF, _ — Vi oF, ee acer | peed ted COREY |. 
oe C= ane de ET dy ane de ha? ny an 
e 
dF, ses oF, aoe has aE). 
OH qatnyVi— ee OY D, CNE 7 


nous avons aussi 


12 a 2 
Sa = ae [moma (he — tye + See) Ca (n° a?) (de — Mayle + Bet atte) |, 
a = | ana aK(— 3y +67 —5ye— sye"*) + Bee =: CR (— weror)|- 


Pour ne conserver dans Le: a que les termes du deuxième ordre 


ene, e’, y, il suffit de prendre 


22 
‘ 2 OF, I pee a Te Or ae See... PEER 
ane de IRC n aK ($—ger— gy? + ge" oar Cre 9 Pee ©) | 
I 2 on ms e 
+ 2 12 Tu? je a 
2 oF, Lg D) (ee + 37° 3e2— Le?) } ( 99 @2 1 97°) ; 
Lan dy 2 C n pe Vo) 
a 
yea dE I n'? er as a i n'2 n'a? 09 624 gy?) 
“a LS aid Wes cay : 
ans 302 sX PY 2€ pe?) a ñ 5 = 97 


En portant ces développements dans les équations (3), nous trou- 
if 
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MS von Se déterminer He, Ge, Ke ou Tee valeurs cor ui 
y, K°, les trois équations — 


=p 2a[aK— nra(— 27" + $e%)] ee et i oa 


' 7 12 f . 
‘ | 1 [2? po eee Ly ey à 024 147 02__ agen) =a 
: aa ol — 34.2 e019 y0?-+ 2e) + —n'a?(— 4 — 126+ y ¢ 
JG AS EU 3 d'en e*) * : 4 
1[n? Ko(— 4 — 3e%-+ 3y— tel?) + Senter | _ = De 
or LC at DD RE de : 7008 


‘ Pour simplifier les calculs, nous remplacerons ; é 


aK® par n'?aaK", 
Cn par 2906; 


4 


le facteur na? sera commun aux deux membres des équations (4). 
En le supprimant, nous aurons 


t ni? 


4 | Lake parie 
| | En  [aK°(3+; 9 p02__ 127 3 gel?) + (— HE — —12 e+ 12790 2 2061e AE 28a Cr, 
2 2 


(4) | 
eC aK°(— à — 3e2+3y—%e e!?) + 2% ¢0 — gy] À =— ga. 


Ces trois équations déterminent les constantes initiales e°, y°, K°. 
En divisant les deux dernières équations membre à membre, il vient 


9[xK°(3 + fe? — 127+ Se?) — — 42 — poe Ut ye — it e'?] 
» es + 28 [aK?(— § — 3e?+ 3y?—? gy oe ee ae 
à … d’où 
18 ? 
TPE . + | (5) aK? =— Ro 17,46 + 6,3 y°? — 167 e’? 
es | + termes du quatrième ordre en e°, y°, e’. 
7 


La première des équations (4) donne ensuite 


(6) = 


— 7,87?+167e? + termes du quatrième ordre. 


| Portons ces expressions de #K° et C, dans la dernière des équa- 
LÉ: a tions (4), et faisons-y 
| n' 1 | 


T0 ONCE CRIME 
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nous aurons ainsi, entre e°, 7°, la relation 


847,5y°? — 639,6e = 19,80, 
(7) Loa yo e®— 0,0309. 


Nous prendrons pour e! l’excentricité de l'orbite lunaire telle qu’elle 
résulte des observations 


(8) e = +. 


Nous déterminerons ensuite y° et xK° par les relations (6) et (7). 
Nous trouverons de cette façon 


(8) | ; 


La solution périodique des équations (3), qui correspond à ces va- 
leurs initiales, ne donnera pas une solution des équations (2) ayant 
rigoureusement pour période T; mais nous démontrerons dans la 
suite que pour cette solution ® differe tres peu de C,, de sorte que 
la période de la solution obtenue sera tres voisine de T. Nous verrons 
plus loin que les valeurs de e°, y° qui correspondent a une solution 
des équations (2), de période rigoureusement égale a T, different no- 
tablement des valeurs de e, y qui résultent des observations. Par con- 
séquent, la solution périodique, qui correspond à ces valeurs initiales, 
ne donnerait pas de bons résultats dans le calcul des inégalités à 
courte période du périgée et des nœuds. 

Après avoir ainsi déterminé les valeurs initiales, nous déduirons 
des équations (1) 


Tate gis 28a,6+%1, R = — 9a, + Do. 


Déterminons maintenant les expressions de h', g'; pour cela, for- 
mons d’abord la fonction F,. 
Nous avons pose 


n?@a?F, = 20,R,+ termes périodiques de Ri. 


Nous ne conserverons que les termes du deuxième ordre en e, y, et 
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isi i | de 
ceux du troisième dont l'argument ne contient pas /. Nous aurons 
cette façon 


n? a? B= CR (— 2aK'Ri+ € om 25 cos21+6cos2D—3cos(2D+2/)+9cos(2D— 21) 
2 
(9) — 22 cos4D + ? cos(4D + 21) +4 cos(4D — 20) 


+e'[gcos(2D—2/+ 7)+ %cos l'+21cos(2D—21—/)] ) 


Les valeurs de H', G', K' sont, à des constantes près, déterminées 
par les équations 


dK' _ OF, dG oF, di‘ _ OF, 


dt — OK dt de dt OI | 

où l’on a remplacé, dans F,, K, G, H, 4, g, 2 par K°, ..., h°; F, ne con- | 
tient que des termes périodiques, c’est-à-dire pas de termes constants; | 
donc K', G', H' sont elles-mêmes des fonctions périodiques, et cela | 
quelles que soient les constantes 5,, 52. 

Désignons par (K'), (G'), (H') les constantes de K', G', H'. 

Nous avons trouvé précédemment que A‘, g', £' étaient déterminés 
par les équations 


DEST, ON PS AE MODES AREA Oe 


dt TT BK dt = 0G° di One® 
-, OF OF oF 
©,=F,(Ke, 6°, HY, 4°, g°, 49) + Ke + Gi Fe + Hi Me, 


et, par conséquent, 


MS eae Seed Red) beeps eee. ore ee 
a 9K OK® OK 0G" OK’ oH 
Wee OR OR, PS hf, oF, 

(10) dh dG = ago ke." oGe H’ G0 oH 
ils WRC A peer ft a Yeas aia TAUX 
FT IC mo ™ ane aq@ — 1 op 


Les constantes qui entrent dans les deuxièmes membres de ces 
equations ne proviennent que des constantes additives (K'), (G'), 


(H'). 
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Nous devons donc prendre 
(K') = (G") = (H') =o. 


De l’expression de F, et des formules (3), on déduit 


_PFo_ FN 9 02 02, 9 re 
sora = sc (8+ Fe ay ree i 
2 12 


2 12 0 | 
CREER i) oe ( a1 ak + nt), 


0G°? 2C n°? 2 @ 8 
CCE 3 aK° 9 ,n 
OH® co n\ 2 æ Fès : 
DE in? aK° Lee. 
dG" oH — 20 (6% HA à 


Portons ces expressions dans les équations (10), et remplacons-y, 
comme dans les équations (4), «K° par n?a?aK°; il viendra 


12 
ag OF, Bee} “(3+ Le — 129+ 26!) cK! 


dt dG° 2C n 
12 12 
— <a 5 n'?(— 22 aK 302) G1— =< n'?(— 6aK°+ 447), 
(11) 
GF Sm ae (ide By het)! 
0 
I n'2 I n'? À a À : 
— a pan Ga Oak 117) Gi— at ns n 2(— 3 a K° + git )H . 


Développons les deuxièmes membres de ces équations en n’y con- 
servant que les termes qui sont nécessaires pour calculer les inéga- 
lités du premier et du deuxième ordre de g et A. 

Pour simplifier l’écriture, posons 


DÉS a 
NYS 2C de 
on aura ainsi | 
Fu 
PR ee Oe a nt Or, 
2M AG ne de hy n oy 


— —* “1 —_ 9¢K°}— 3e cos(2D + 2) +Lecos(2D — 2) 
hy er 


2: =~ oake{—1(1— "Joost te CDD | 


+(—2+ 26% + 2%) cos(2D — 1) — Se! cos a 
+3 ge’ cos(2D —l+7’) —je cos(i+ l')— 3e! cos({ — F)—3 
+3 360 cos (2D + 21) +4269 cos(2D — 21) 

+ 125e%e' cos(2D — 21 — I’) — 18 Pee cn at nie 


2 
‘+ 


oars ÉD — 3cos(2D + 21) 


+ 9 cos(2D — 27) — 21 cos4D + 3 cos(4D +21) + §eos(4D — 21) “=f ; 
+ e'[g cos(2D — 27 + l') — 82 cosl'+ 22 cos(2D — al— 1] 


+ 156% cos2g +3cos(2g+2/)+3cos[2D—(2g+2/)] à 

+ ate! cos[2D — (2g + 27) —/'] — Se! cos[2D — (2g + 2l) + ls ry 
En réunissant ces deux expressions, et en ne conservant que les 
termes qui donnent dans g des inégalités d’ordre inférieur au troisième, 


on trouve | - 
a. OF __2akK°»"? a? n°| 3 se 
— nq? 1 Ce eee 2 197 
is 0G 2U n ( =p cosl + he 5 cos(2D + l) — he cos(2D — 2) 


63 
+ © cos (2D — 1— +2 “cos (2D —0+0') 


CAC ae! 

— 7 5 008(2+ 0) — 5 Écos(i— l)— f cosal 

+ }cos(2D + 27) + LE cos(2D — 22) 

— }cos(2D — 23 —2/)—3cos(2g + al) 

+ +7 e’ cos(2D —2l—I')— 15e cos(2D—2/+/) 
(12) : 

— fe! cos(2D — 2g —2l—) 
+e’ cos (2D—2¢—2l+l')+ =( 2— ?) cosag| 


DLL 6 ’ 
ACT rm RTS QE + 6 cos2D — 3 cos(2D + 20) 


+9 cos(2D — 27) — 21 cos4D + 2 cos(4D + 21) 
+4005 (4D—a) +e/[gcos(aD—21 + 0) —S2e0s! 


+ 4 cos(aD — 21 2 )}l. 
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Nous allons montrer qu’au degré d’approximation que nous con- 
sidérons, il n’y a pas lieu de tenir compte dans les équations (11) des 
termes en H', G', K'. 

Nous avons trouvé que F, était de la forme 


n'?a? 


2C 


n'? a? 
pe 


Pais 


F,=— 20K? SA cos (ik + i g°+ ho + 9) 


e YB cos(i, K+ igi ko + 9). 


Pour simplifier l’écriture, nous désignerons par à, ¢’ les arguments 
tk? + v 9° + wh? + q. Nous avons trouvé précédemment 


dK} na? ; na? 
<= 2k? D — Adsind + aC eŸ — Bi cos”, 
n'?a? 


K'=— oak YA Sa ES COS Ô + Cap a coso! 
2C (C++ d +0") oy 2C C++) | 


_ Multiplions par « et remplaçons dans les dénominateurs «, C par CAI 
nous aurons 


12, 42 0 1 12 772 1 

n'a?2aK 0 na i 

t= yA ——; —; cosd + e? ÿ B= cos". 
2, bap eat 2 Uy ty + ly 


Nous n’avons pas écrit de constante additive dans l'expression de K', 
car nous avons montré que (K') était nul. 
De la première des équations (4), il résulte qu'aux termes près du 
deuxième ordre 
Marana RCE Oe 
ext, ae a 
Tous les termes réunis sous le premier signe D: proviennent direc- 


tement de R,. En se reportant au développement de R,, que nous avons 
donné à la fin du 8 II, on voit que ceux de ces termes qui sont du 
premier ordre ont des arguments de la forme 


fla puts hey" & +4: avec 10. 
Or z est déterminé par l'équation 


(ja + j'a") = ia +E, E < As J SO; 
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et comme n est très grand relativement à «, il est manifeste que cest 


très grand relativement av’ et ye 
Pour tous les termes du premier ordre en e, y de l’expression de K' 
le rapport aa? est très voisin de l’unité. 
aK' est done au moins du premier ordre : il ne donnera pas dans 
dg’ dh' 
tat de 
Il en est de même des termes en G' et H'. 
En effet, ona 


ds nea 


aha 2C 


de terme d’ordre inférieur au troisieme. 


n'?a? AUX 
& a>— Bz, sind’ 


oak} — Aisind — C 


et au deuxieme ordre pres 


Gi! = A ————_—_ x - Ô cee MR nc a : 
Dre mac + pan LB ae aya 8 


dz’ dh) : 
°_,-—_ sont au moins du 


Par conséquent, les termes en H', G' dans >> 7 


quatrième ordre. 
En négligeant les inégalités du troisième ordre, on a donc 


| dgi OF, 
SS SS ae 
(13) dt 0G° 
dh' _ OF, 
dt ~ oH 


L’expression de F, est donnée par la formule (9). 

Les arguments D, /, /’, g qui y figurent ne sont pas exactement les 
valeurs de ces quantités telles qu’elles résultent des observations, mais 
leurs quotients par «4. Et, comme les coefficients du temps dans J, /’, D 
sont très grands relativement à «, ces quotients different très peu des 
valeurs exactes des quantités correspondantes. 

En se reportant aux Tables du Soleil de Le Verrier ('), on trouve les 
formules suivantes ou les angles sont exprimés en dixièmes de grade, 
et le temps compté en jour moyen à partir du midi moyen du 1 jan- 
vier 1850. 


(1) Annales de l'Observatoire de Paris, 1. IV, p. 106. 


a 
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Différence des longitudes de la Lune et du Soleil : 

a = 2393,2 +135,4528¢. 
Longitude moyenne du Soleil : 

L = 280°46/43",51 + 59/8", 330¢ = 3119,5148 + 10,99164. 
. Anomalie moyenne du Soleil : 
L — Il = 25'22",01 + 3548’,16¢ =10,9278¢. 

Supplément de la longitude du nœud de la Lune : 

N = 2375,994 +0, 5884¢. 
Anomalie moyenne de la Lune : 

æ = 402,2 +145, 16660. 
Et, par suite, longitude moyenne de la Lune : 

a+ 2 =1512,7148 +146,4032t. 


Or tous les arguments qui entrent dans la fonction perturbatrice 
et, par suite, dans F, sont de la forme 


d=f(htg+l—h—gi—lV)tj(gt hss. 
En y remplaçant 4, g par h°, g°, (in + Un’)t part, i, étant déter- 


miné par l’équation | | 
(in+in)t=uA= tout, 


on trouve 
D° — 2393,2 + 135,47314— 2393 ,2 + 2081 ay 6, 
— 402,2 +145,17206— 402,2 + 22296, 
(14) ii = hyp +770, 9968t= , 4,7+ 168œt, 


Leg + l= 1888,7 + 146, 9948¢ — 1888,7 + 2297 0% ¢. 


A l’aide de ces formules, on exprime immédiatement tous les argu- 
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He qui entrent dans F, et l’on a pour s' 


a = |S pcos int +4), ‘ 


g! Fr Dain (éaut-+9) 
1 


En y remplaçant Ca, par C,2, il vient 


| 


pi D: i sin(¢a,¢+ 9), 
41 


de même 
I AT ; 
es =— sin(r du gt): 
ki ti; D += (vat+q') 


Pour cette solution périodique de période T,, la fonction ® est égale 
à une constante C’ et, d’après ce que nous avons dit au $ I, on obtiendra 
une solution des équations (2) du méme paragraphe en remplaçant 


C 
dans les intégrales précédentes ¢ par ¢— ou a, par tie ci Mais nous 


G. 
savons que 
rt 
L'—= C? 
done ; 
Sigh. 
Hy Cie C' 


La période T’ de la solution ainsi obtenue est déterminée par l’équa- 
tion 


Nous allons montrer que le rapport . est tres voisin de l'unité. il 


en résultera que la période de la solution considérée est très voisine 
dei: 
C'est la valeur constante de la fonction ® où l’on a remplacé gh, 


k, G, H, K par les intégrales qui résultent des formules précédentes. 
On a done 


—aK + n'a?(—4y?+ Se? +...) + n2%a@tR,=— Cl. 
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Le premier membre de cette équation étant indépendant du temps, 
nous y ferons ¢ = o. Les valeurs initiales de g, A, & se déduisent des 
formules (14) où l’on a fait ¢ = 0. En remplaçant dans l'équation pré- 
cédente les variables angulaires g, A, & par leurs valeurs à l’époque 
zéro, et les variables linéaires G, H, K par leurs développements sui- 
vant les puissances de & ou de na’, il vient ; 


—@(K*- n’*a?K! +...) + na?(— 2 y+ et...) 


+ nat [Ri (et, 7°) + na (ea + y! =F ete 


En tenant compte de la première des équations (4), en remplaçant 
C’ par n?@2C’, comme nous l’avons fait dans les équations (4), et en 
supprimant le facteur na? commun aux membres de l'égalité précé- 
dente, on obtient 


— a(K!+ na?K?+-...) +Ri(e°, y’) 


| sae oy dB) ec 


(16) 


Négligeons le quatrième ordre dans cette équation. 

A ce degré d’approximation, nous pouvons supprimer le terme 
— n?a2aK?. Pour le montrer, formons l'équation qui détermine- 
rait K°. 

Nous avons posé 

FT Pt (p= n'a"). 

En y remplacant K, G, H par leurs développements suivant les puis- 

sances de x, on trouve pour le coefficient de uv. dans F 


I oF, OF , OF, is 
©, (Ke + G ago +H one 
OF, oF, OF, OF) OF, > OFy 
+ ak + GG + HO + KR + G AG +H SH” 


et, d’après la théorie de M. Poincaré, K° est déterminé par 


dt _ 0s, 
Tat oe 0K 
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En répétant les raisonnements que nous avons faits précédemment 
pour montrer que aK' était de l’ordre F,, nous verrions que «K° est 
de l’ordre de ®,. On voit de plus que les coefficients des termes en K' 
dans ®, contiennent en facteur; ®, est au moins du deuxième ordre, 
done n?a?aK? est du quatrième ordre. En supposant ce terme dans 


(16), il vient 


ED aK ERC) tate (SE +7 Se) =O Ce 


e° oy° 


Nous avons vu que, en écrivant F, sous la forme 


eb eae x ne : 
F,=— TC 2aK° Ÿ A cosô + <r DB cos?! 


6 et J>=ith’+g°+ UA + 9, 
l'expression de «K' était 
na n'? @ 


z 2 t = i 
aKk!=— — 22K)! A-——,, cos8 + —— > B -——; cosd". 
2C, it+uU+i 2C, i+uU+i 


A 
RECU ES Ae 
est très voisin de l’unité. Pour tous les termes dont l'argument Ô 


Comme £ est généralement tres grand relativement av’ et v’, 


dépend de la longitude moyenne Z de la Lune, ———; ne diffère de 
CS mt EE 


l'unité que de quantités du deuxième ordre; pour s’en convaincre, il 
suffit de se reporter aux expressions de /, /’, D en fonction de «¢ ou &°. 
Comme nous négligeons le quatrième ordre, nous remplacerons, dans 
les termes dont les coefficients À et B sont du deuxième ordre, le 


L L a La La 
rapport ——7——; par l'unité, excepté, cependant, dans ceux dont l’ar- 
N : x 
gument o ne contient pas /. En nous reportant à la formule (9), nous 
voyons qu'il n’y a dans F, que deux pareils termes; ils ont pour argu- 
ment 2D — 2/, et alors 


Ad 


fate ni At 07e 


Les termes de F,, qui sont du premier ordre, ont pour arguments 


f, aD+—J; 2D—7: 


ts tre ere een 


~ 
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et pour ces termes, ona respectivement 


| 
Fee EOE alae 0,993; 0,979- 
D’autre part, des équations (4), nous déduisons 


aK°® ; I 
pee) SG 


et, au deuxieme ordre pres, 
C= 


Si 
. 


De tout ce qui précède, il résulte que, au quatrième ordre près, on a 


ak +R=(— Fy*+ se") R, 
— 1[o,189e cos(2D — 1) — 0,021 c0s(2D + l)+ 1,27e? cos(2D — 2/)] 
= : © [— 4 cosal+ 6 cos2D — 3 cos(2D + 2/) 
+ 9 cos (2D — 27) — 21 cos4D +? cos(4D + 21)+8cos(4D — 20)] 
= : <6 x 0,17 c0s(2D — 22). 


Cherchons les termes d’ordre inférieur au quatrieme dans 


oR oR 
12772 1 1 1 Late 
fat (c de |? a 


Nous savons que L, G, H sont liés à e, y par les formules 


G? — I 1H 
e=y/1— Fp L= Vee, y= -ie 


En y remplaçant G, H par leurs développements suivant les puis- 
sances de n2a2, et en développant e, y par la formule de Taylor, il 


vient 


me G02 4 ,G°G! 

Oe od a pe nae [> +... 

Ve 1 H° pe vale’ Gt 

y= Gli ge Cay, Go Go Go =o oad 
Par conséquent, 


12 20 12 H! 
= n e n 

1% 4% pt AR NOE 12 q2yi— —— (| G'— — }- 
(19) Te et V2— (: =) Gr Zip | —( 2 
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Pour déterminer G' au degré d’approximation considéré, il suffit de 
réduire F, aux seuls termes 


Désignons respectivement par cet 7, les coefficients de «,¢ dans D et /, 
où l’on a réduit A, g, ka g°, h°, 4°. Puis intégrons l’équation qui donne 
G' et remplacons Ca, par «C, dans l'intégrale obtenue, nous aurons 
[een eek 3 cos(2 D — 2) à cos(2D 1 

2 


(22+ü)a (2i—t)a (21— 24)a 


! 2 ' 

F,= — 2aK°[3e cos(2D + {)— 2e cos(2D — 1) + 4e? cos(2D — 2/)] | 
sa os D 1 | 

5G 2e? cos(2D — 2). j 

i 

| 

: 

i 


9 , cos(2D— 24) 


"28 (21—2%,)a 


(20). "Gt + 


2 


oR, we 
Comme -— est au moins du premier ordre, nous n'avons pas a tenir 


dy° 
compte de na? ¥! ae 


En portant dans l’expression (17) de la différence C’ — C les valeurs 
de —aK' +R! etn'?a*e' = données par les formules (18), (19), (20), 
il vient 


| C'— CG = ef? (s1- cos/+ 3cos(2D + /)— }cos(2D — 1)] 


; | 
|| - ee. +-3008(2D+21) + 1feos(aD— 2 1e | 


+ [3 cos(2g + 2/)+ 3 cos(2D— 29 —2l)]y"? 


+e") — il 3% cos21+ 6 cosaD — 3 cos(2D + 20) 
+ 9 cos(2D — 27/)— 21 cos4D . 
+ ?cos(4D + 27) + £cos(4D — 27)] 
(21) 1 9 


— + ¥9,17 COS(2D — 27) — 12160 cos(2D — 2) 


57 O- le 
+ ga V2 peor COS La = 31) 


5 n(2i—2ü)a 
X [— cos/ + à cos(2D + /) —$ cos(2D — D 
— 0,047 cos(2D — l)+ 0,005 cos(2D + 2) 


al Ae aD+i __ 3.cos(2D — 2) 
4 (27+t)a (22— ri) 


| X [— cos! +} cos(aD + 1)— 4 cos(2D — D]). 
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Il est done manifeste que C’ — C, est du troisième ordre. Par consé- 
quent, 


! 
po quantités du troisième ordre ; 
1 : 


a à diffère donc très peu de «. 


La solution que nous avons obtenue a donc une période très voisine 
de T. Pour connaître la quantité dont elle en diffère, il suffirait de 
chercher la valeur numérique de C’ — C; on l’obtiendrait en remplaçant 
dans l’expression précédente les arguments par leurs valeurs à 
l'époque o (1° janvier 1850), déduites des formules (14) et en y faisant 
ensuite 


weet — [4 it 
=, Te =O} eas. 


Nous n’avons pas fait ce calcul numérique parce qu’il nous a semblé 
que l’expression de C’— C, montrait suffisamment que la période de 
la solution obtenue est tres voisine de T. 

En remplaçant, dans la premiere des formules (15), «, par a; e°, 
y°, &° par leurs valeurs numériques, et en portant les expressions ainsi 
obtenues de g°, g' dans g; il vient 


(22) g=Bat+ À bsin[kD + kg +l) + kL "TT; 


les arguments D, g + /, 4, / qui y figurent ont les valeurs que l’on 
obtient en remplaçant, dans les formules (14), &, par . 

Les coefficients, que nous avons exprimés en parties du rayon, sont 
donnés par le Tableau suivant, où nous avons mis le coefficient de 
chaque inégalité en regard de l’argument correspondant. 


Coefficients. Arguments. Coefficients. Arguments. 
0,27076 2D — / —0 ,00207 2D—17+/ 
0,20872 l —0 ,00207 2D + al 
0,17800 2D — 2/ 0 ,00192 al 

—0,03032 29 0,00141 l—/ 

—0,02754 2D — 29 — al 0,00121 ET | 

—0,02729 2D-+ 4 —0 ,00108 PDrésonisé 
0,01729 2D— 7—/ 0,00084 2D—2g—921+1 
0 ,00339 2D—al—l’ —0 ,0007.4 2D 
0, 00312 2D—al+l' 0 ,00073 4D 

—0,00245 4D — 21 0 ,00067 Us 


0 ,00216 29 + 20 —v ,00012 4 D + 24 


oy ge 
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De la même façon, on obtient pour À l’expression suivante : 
(23) h=—gat+ w+) vsin[kD + kg +I) + KL kl’). 


Les arguments y ont les valeurs indiquées précédemment, et les 
coefficients w sont donnés par le Tableau suivant : 


Coefficients. Arguments. Coeflicients. Arguments. 
—0,02753 2D— 2g— 21 0 ,00083 2D — / 
0,00215 ag + 2 —0, 00044 2D—2ag—a2/+T1 
0, 00142 29 0 ,00008 2D +! 
—0 ,00108 2D—2g—21—l 


En employant la méthode de Poisson, on aurait obtenu des coeffi- 
cients très peu différents des précédents; excepté cependant le coeffi- 
cient de l'inégalité d’argument 2D — 2/ qui serait inférieur de 0,01428 
ou de 49/1” à celui que nous avons trouvé pour la même inégalité. 


Dans tout ce qui précède, nous avons rapporté, comme on fait d’ha- 
bitude, la Lune à des axes de directions fixes passant par le centre de 
la Terre. Nous allons maintenant former les équations de son mouve- 
ment relatif, par rapport à un système d’axes, animé de rotations cor- 
respondant aux mouvements séculaires des nœuds et du périgée. 

Soient 


O le centre de la Terre; 

Ox, Oy, Oz trois axes de directions fixes passant par le point O; 

OX, Y,Z, un trièdre trirectangle animé d’une rotation uniforme autour 
de Oz et de vitesse angulaire «; 

OX, étant l'intersection “if plan mobile OX,Y, avec le plan fixe OXY; 

9 angle constant de ces deux plans. 


Considérons un deuxième trièdre trirectangle mobile OZ, X,Y,, 
animé par rapport au trièdre OZ, X,Y, d’une rotation uniforme autour 
de OZ, avec une vitesse angulaire constante 8. 

Désignons par À l’angle que forme au temps 4 l'axe mobile OX, avec 
l'axe fixe OX; par g l'angle que forme au même instant les deux axes 
mobiles OX,, OX,. Et soient 4° et g° les valeurs respectives de A et g 
à l’origine du temps. 


a 
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Il est manifeste que 
h=h + at, 


68" 4 Bis 


de sorte que OX, et OX, coincideront à chaque instant avec les posi- 


tions moyennes des nœuds et du périgée, pourvu que l’on donne à « 
et à a + 6 les valeurs des vitesses angulaires moyennes du nœud et du 
périgée, et que l’on prenne pour f°, 4° + g° les longitudes respectives 
de ces points au temps ¢ = o. 


Fig. 1. 
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D’après ce qui précède, le trièdre OZ, X,Y, est animé de deux rota- 
tions uniformes : l’une autour de OZ et de vitesse angulaire «; l’autre 
autour de OZ, et de vitesse angulaire 6. 

Désignons par p, q, r les projections sur Ox,, Oy,, Oz, de la résul-- 
tante de ces deux rotations. Pour trouver p, considérons le triangle: 
formé par les trois points Z, X,, X,; on a dans ce triangle 


cos(ZX,) = cos(ZX,) cos(X,X,) + sin(ZX,) sin(X,X.) cosZ X, X., 
cos(ZX,) = sing sing; 
done 


(1) p=asing sing, g=acosg'sing, On trouve deméme r= Bey On 
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) ae aah! i oe d 
Parente * * ge so a A | 
J. PERGHOT. “ et LU 
Me par x, y, 3 = les me de la M pa 
trièdre mobile OZ,X,Y,. La force vive absolue du poi 
x, y, 3 est, à un facteur constant pres, 


FR A 


dt dt 


d. , ow OS 
+ a(qs—ry) Tr + a(rz— ps) + on ie ae 


Posons 


et exprimons T en fonction de x, y, s, æ', y’, 3’; nous aurons ainsi 
2T=zx2+y?+38+ [acosgsings —(xcosp+$)}y]* 
+ [(acoso9 + B)zx— « sing sing sf 
+ [asingsingy —acosgsinpz ]? 
+e2[acosgsings —(xcoso + B)y]2’ 
+ 2[(œ coso + B)x— x singsinoz]}y 
+2[axsingsinpy —acosgsingzx]s’. 


Désignons par T, l’ensemble des termes de T qui sont du deuxième 
degré en x’, y’, s'; par T, les termes du premier degré, et par T, les 
termes indépendants de 2’, y’, z', 


Te T, + T, + (ES: 
Posons ensuite > 


en développant les seconds membres, il vient 


u —=æx'+ acosg sinps —(æcoso +B)y, 
(3) p —=y—asingsinps + («cosy + B)x, 
w= s'—acosgsingx+ «sing sinpy. 


Remplaçons, dans l'expression de T,, x, y, = par leurs valeurs en 
fonction de u, 9, w tirées des équations (3); soit T’ la fonction de u, 


at (Te) + (F)+ GE) + (ga— ry) tre pa + (y conn 


i dés 
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V, W, &, y, 3 ainsi obtenue 


2T,= [uw —acosgsings +(acose+ 6) y]? 
(4) +[¢ + asingsings — (æcoso + B)x] 
+ [æw+acosgsinpæ— asing singy ?=2T’. 


Désignons par Q la fonction des forces exprimée en fonction du 
temps ¢ et des coordonnées relatives x, y, z, et posons 


(5) —H=Q+T,—T. 


La théorie des mouvements relatifs nous apprend que le mouvement 
relatif du point x, y, 3, par rapport au triedre OZ, X,Y,, est déterminé 


par les équations 
dt Ol du OH 


dt ou’ dt ox’ 

nm Jay OH de ___ On 
dt ov dt oy 

le _ oH dw oH 

dt — aw’ Wits Oz, 


Nous avons vu, au § I, que : en désignant par K une constante, par 
r la distance de la Lune à la Terre, par R la fonction perturbatrice, la 
fonction des forces Q était 


LA 
OS = +R. 
De sorte que 
Lait K° —i(v2++47)+R 
Te 
7" —u[—acos(g°+ Bt) sings + (acosp +8) y] 


—p[ asin(g®+6t) sings —(acosp +B)x] 
—w[ acos(g'+ft)sinpæ — asin(g°+ Bé)sino y]. 
Posons 
H—=H,+R, 
on à 


K2 
Ho 4 (ut-+ 2+ wt) — 


Gey aes RB’ ==—R+u[—acos(g°+ Be) sings Sake COG ie). | 
+o[. asin(g?+ 6¢)sings —(acos¢ + B)x] 
+w[ acos(g?+ Bt)singx — asin(g?+ 6B) singy |. 


S. 44 ; J. PERCHOT. 


Remplaçons, dans les équations (6), H par H,, nous aurons les 
équations du mouvement elliptique 


Of eu AE 0x ? 
dy _ OH, de 27 ey 
(8) dt "dv. atin: nae 
ds _OH, div__ OM 
dt. * 0w: dic. save 


En intégrant ces équations par la méthode de Jacobi, on obtient x, 
y, 3, u, 9, w en fonction de six constantes «,, %5 %3, By, Bo, Bs et 
T — F(¢, Ais Bi), 
u — Dé, Ais Bi). 
Portons ces valeurs dans R’ et désignons par R’ la fonction de #, «&;, 
6; ainsi obtenue 
R'(2,7, 5, U,V, , t) = Ri (4, Ais B;). 


En appliquant des théoremes bien connus de Jacobi, nous trouvons 
que l’intégration (6) se trouve ainsi ramenée à celle des équations 


( da; _ OR) dB; OR, 
9) ditch aint NAT aa: 


(£45 95002 


Les variables «;, 8; qui entrent dans ces formules ont, relativement 
aux axes mobiles OZ,, X,, Y,, des significations géométriques ana- 
logues à celles qu'ont les variables C, G, H, c, g, A qui figurent dans 
les formules (b) du § I, relativement aux axes des directions fixes OX, 
Y, Z. La fonction R' est aussi de même forme que la fonction pertür- 
batrice ordinaire. 

On obtiendrait donc un système d’équations analogues à celles qui 
ont servi de point de départ à Delaunay en faisant dans les équa- 
tions (9) un changement de variable analogue à celui qui, au § I, 
nous à fait passer des équations (b) aux équations (1). 

En appliquant aux équations ainsi obtenues la méthode de Delaunay, 
simplifiée par M. Tisserand, on éviterait le reproche que l’on a fait à 
Delaunay de supposer, au début de ses calculs, le périgée et le nœud 
immobiles. 


a der. o. tas 
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DEUXIÈME PARTIE. 


SUR LES VARIATIONS SÉCULAIRES DES EXCENTRICITÉS ET DES INCLINAISONS. 


INTRODUCTION. 


La variation des éléments osculateurs ou elliptiques de chaque 
planète est déterminée par un système d'équations différentielles du 
premier ordre, que l’on ne peut malheureusement pas intégrer actuelle- 
ment. En désignant par f un élément quelconque, on sait que le déve- 


Lf 


d ‘ 
loppement de + se compose de deux parties : l’une S(/) dont tous 


les termes contiennent quelqu’une des anomalies moyennes 6, 6’, ... 
sous le signe sinus ou cosinus, et l’autre L(/), indépendante de ces 


quantités, représente l’expression qu’on obtient pour quand on 
réduit la fonction perturbatrice R à sa partie constante R,. 
De sorte que l’on a 
d 
(a) de = LUN) +8), 
f= [ L(f)dt+ f S(S) dt; 


et comme les éléments varient beaucoup plus lentement que les 
anomalies moyennes, la portion SA) dt, au bout d’un grandinter- 
valle de temps, se détruit presque entièrement par suite des rapides 
changements de S; tandis que L(f) étant presque constante, / L(f) dt 


varie dans le même sens et représente par conséquent à peu près la 
partie principale de /. Elle ne représente pas exactement sa valeur 
moyenne car les termes périodiques de S(/) ne donnent pas que des 
termes à courte période dans /. Quoi qu’il en soit, dans les recherches 
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concernant l’état du système planétaire à des époques très distinctes, 
soit qu’il s’agisse de sa stabilité dans l'avenir ou des variations qu'il à 
pu présenter aux diverses époques géodésiques, on réd uit fa / L(f)de. 
On appelle alors équations séculaires celles qu'on obtient en réduisant 
les seconds membres des équations (x) à leur partie L( /), ou encore 
R à sa partie constante R,. 

Les éléments séculaires sont donc les intégrales exactes des équa- 
tions 


d 
(8) ere tac), 


et l’on nomme inégalités seculaires ce dont ils varient dans un temps 
donné. 

La forme même des équations ($) montre qu'à chaque planète cor- 
respondent seulement quatre équations séculaires. 

L'intégration complète et rigoureuse de ces équations n’étant pas 
possible, les astronomes ont dû procéder par approximations suc- 
cessives. L'emploi de cette méthode était facilité par la petitesse des 
masses des planètes comparées à celles du Soleil; c’est ce qui a con- 
duit Le Verrier à développer les inégalités séculaires suivant les puis- 
sances croissantes des masses. 

Mais ce mode de développement présente, comme M. Poincaré l’a 
montré dans ces derniers temps, de nombreux inconvénients : la véri- 
table nature des intégrales est complètement dissimulée et les déve- 
loppements ne sont pas convergents. 

MM. Hill, Gildén, Lindstedt ont imaginé d’autres procédés d’ap- 
proximations successives plus rapides et plus satisfaisants à tous 
égards que celui de Le Verrier. Ces procédés donnent un plus grand 
nombre de décimales exactes; toutefois on n’en aura pas autant que 
l’on voudra, car on est conduit à des développements qui ne sont pas 
convergents, ainsi que M. Poincaré l’a montré. 

La divergence de ces développements détruit toutes les conclusions 
que l’on en a tirées sur la stabilité du système des grosses planètes 
dans un avenir très éloigné. Tout ce que l’on peut, en ce moment, dire 
à ce sujet, c'est que les variations séculaires des excentricités et des 
inclinaisons des plus grosses planètes resteront petites. Cela résulte, 
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comme on sait, de l’intégrale des équations séculaires 


Srv" + m) a(1— €?) cosy = const. 


Cette impossibilité de résoudre le probleme dans le cas général 
donne plus d’intérét à l’étude des cas particuliers; étude qui est de- 
venue beaucoup plus commode avec les méthodes inventées par 
M. Poincaré. 

* C’est ainsi que, par la théorie des invariants intégraux, j’ai pu dé- 
montrer très simplement qu’en ne considérant que des planètes dont 
les masses sont du même ordre, 1l y a stabilité au sens de Poisson pour 
les variations séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons. 

De plus, un nouveau théorème de M. Poincaré, sur le calcul des 
limites, m’a permis de développer, dans quelques cas particuliers, les 
inégalités séculaires en séries convergentes et ordonnées suivant les 
puissances croissantes des valeurs initiales seulement. 

Tel est le but de ce travail. 


Lu 


CHAPITRE I. 


Soient O le centre de gravité du Soleil; P, P,, P,, ... les centres 
de gravité de diverses planètes dont nous supposerons fas masses m, 
m,,m,,... du méme ordre. Par le point O menons trois axes rectan- 
gulaires de directions invariables et soient, relativement à ces axes, 
DY, ST Bi, Va» Shot. ES coordonnées des points P, P,, P,, ... 
et leurs distances au ere du Soleil. 

Les équations différentielles du mouvement de la planète P sont, 


comme on sait, 
x x oR 


ae + SPs = Oe 
Jd vw OK 
(1) et he Fy? 
dz 3 oR 


were Re ns do IO ag 


S. 48 J. PERCHOT. 
où l’on a 
=I+m, r= ay 427, 


(2) | I Æ on 
ee © | +. 
| 12 (@ — 2) + (¥ — 1)? + (6 — 41)? ri 


En supprimant R dans les équations (1), on a les équations diffé- 
rentielles du mouvement elliptique 


dx x 

da tlt aso 

d'y Te 
(3) Pr Per ee à 

d?z 


le É 


et l’on sait que leurs intégrales s'expriment en fonction de la longi- 
tude v et de six constantes 0, 9, w, e, a, € appelées éléments elliptiques 
de la planète et dont nous rappelons la signification pour plus de 
clarté : | 


0 est la longitude du nœud ascendant; 

o est l’inclinaison du plan de l’orbite avec le plan des xy; 
& est la longitude du périhélie; ‘ 

e l’excentricité; 

a le demi grand axe; 

e la longitude de l’époque. 


D'autre part, en intégrant les équations (3) par la méthode de Jacobi, 
on introduit six arbitraires canoniques «,, %, % 3, 8,, 82, 6, qui sont 
liées aux éléments elliptiques de la planète correspondante par les 
formules | 


K2 LT AS Fed à 
a =— > = KVa(i—e*) cose, a; —=KVa(i—e?), 
(4) e—ow À 
| Fp K a. Ba = 6, Bs= © — 0, 


et les intégrales générales des équations (3) sont de la forme 


D — it, oH, ss Ugo Bi, Bs, Bs), Y= Pas 3 — 93, 
(5) dx dy 3 
‘dt = di(e, Ay, Laos Hy B,, Be, Bs), a mu, dt = Vs. 
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’ s 2 . Dre . * Ks 

D’après la théorie de la variation des constantes arbitraires, l’inté- 
gration des équations (1) sera alors ramenée à celle des six équations 
canoniques 


du JR, day _ OR, day _ AR 

(6) ) at OB, HEAR OS: At, CMD: 
| ja OR, dB _ OR, dB, _  0R 
| SE ET Mews oat ai Dag 


où l’on doit prendre pour R la fonction de ¢, a,, a, «3, B,, Bs, Bs 
| obtenue en remplaçant, dans la formule (2), æ, y, z par leurs expres- 
| sions (5). Des équations (4) et (6), on déduit aisément les dérivées 
des éléments elliptiques a, e, ©, 0, w, e en fonction des dérivées par- 
tielles de R par rapport aux mêmes éléments. En y réduisant R à sa 
| partie indépendante des longitudes et, par suite, de €, ¢’, nous aurons 
les équations suivantes pour définir les variations séculaires des élé- 
ments elliptiques ('), 


da Me 
dt ‘ 
| tang ? ar 
| abn Soe toni fi ert Vr—e? OR, 
dt nayr—e 99 Be na? e de 
do XL OR, 
dt nar/1—e sing 09 
(7) Sa CS) 
. do) 2+ tang 2 : oR, 1 Vi = e? OR, 
{ dt nar\/1— e? 9 “nae de 
| de _ Vi—e OR, 
di. nee 00. 
2 
do rx [ oR, ae ants, 2 oR, : 
ah hy nar 1 — e sing ag na?V1 — e Ow 


R, ne dépend que des variables €, 9, 0, & et des variables analogues 
qui correspondent aux autres planètes. Il suffit donc, pour avoir les 


(1) TISSERAND, Mécanique céleste, t. 1, p. 169. 
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| variations séculaires de ces es ae tte eet 


quatre dernières. — 
D’autre part, les longitudes n’entrent pas s explicitement dans Jeator! 


mules (4) et les deux ee groupes de ces équations donnent So P vi 


0, & en fonction de a, By; «,, 8, seulement. Il en résulte gus RG 
s’exprime aussi en fonction des seules variables «,, Berger Ont eaten 
Les équations séculaires de &,, B,, %3, By; #, ... sont donc 


| dax _ OR, da, OR, 


8 ae [Opi gi RTE 
(8) dB, __ OR, dB, _ _ dR, 
Wie Ode BE Rt Mee 


R, ne contenant pas d’autres variables que æ,, By, #3, B,,..., ces équa- 
tions ont l’invariant intégral positif d’ordre 4n, 7 étant le nombre des 
planètes considérées, 


1= [daz das dB: dB; da, .…. . 
On sait de plus que les équations (7) ont l'intégrale 
> mY(M + m)a(i1—e)coso = C, 


et comme nous avons supposé les masses des planètes du même ordre, 
il en résulte que les excentricités et les inclinaisons ne pourront jamais 
acquérir de valeurs notables. Toutefois il ne s’agit ici que des valeurs 


séculaires et non des vrais éléments. 


Faisons maintenant dans les équations (8) le changement de va- 
riables 
| h = ay; sin (B:+ B3), p= _ sin B», 
(9) | 
| t=aycos(Br+B.),  9= “cosh. 


Le déterminant fonctionnel de A, {, p, g par rapport à «,, B,, «,, 8, 


Q a] at Os ‘ 1 
est, au signe pres, (à) ou ———. Comme ¢ reste petit, ce changement 


COS* o 
de variables est doublement univoque. 
Done les équations en h, J, p, q, déduites des formules (9) et des 


équations (8), ont aussi un invariant intégral positif. 


+ soit ts. dé 


$ 
% 
} 
F- 


PL DT 


ee de 


6 1. 


(10) 


SUR LES VARIATIONS SÉCULAIRES DES EXCENTRICITÉS ET DES INCLINAISONS. S. 51 


Des relations (4) et (9), on déduit 


| A>=KVaG—e)sinw, p= 


| l=KyVa(i—@)cosu, q—— 
cos? p 

Donc A, {, p,q; A’, ... restent finies. 

Par conséquent, d’après un théorème de M. Poincaré sur la stabilité, 
si les conditions initiales ne sont pas exceptionnelles, À, /, p, qg;h,. 
reprendront une infinité de fois, sinon les valeurs initiales, du moins 
des valeurs aussi voisines que l’on veut de ces valeurs initiales. À 
cause des équations (10), il en est de même de e, 9, 9, w; €’, 9”, 

Done, en ne considérant que des planètes dont les masses sont du 
même ordre, il y a stabilité, au sens de Poisson, pour les variations 
séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons. 


CHAPITRE IL 


Considérons seulement deux planètes et cherchons un domaine dans 
lequel la partie de R 


m' 


Vr'— arr! COS + r? 


P - 


ances des excentricités, des incli- 


sera développable suivant les puiss 
axes; et un maximum du mo- 


naisons et du rapport des demi grands 
dule de P quand les variables restent dans ce domaine. 

Nous emploierons pour cela une méthode tout à fait analogue à celle 
dont Cauchy s’est servi pour déterminer une limite supérieure de 
l'erreur commise en négligeant, dans le développement de la fonction 
perturbatrice, les termes qui contiennent le rapport des demi grands 


2 ‘ Y 
ao ve eon 
sa i 


Rate es 


ne. 


+ 


cs a les Kee tire à des yulssal 

| donnés. Es 
Désignons avec Cauchy par €, # les aies des deux p pla ètes 

par =, 7’ les anomalies moyennes; par}, les anomalies excentri ques: 

yy, æ' les anomalies vraies; 9, 9’ les inclinaisons des orbites; 0, Lion 

longitudes des nœuds; & et &’ celles des périhélies. | , 

Soient (fig. 2) A, A’ les penbelige des deux pins B et B’ les + 


7 


Fig2°. 


. ( 5 , x . . Te. Bees 
points de leurs orbites qui sont à des distances angulaires > des péri- 


hélies. 
Désignons encore, avec Cae par As la distance angulaire des 
points A et A’; par À NUS 2 À, - les distances angulaires respectives 
| ae 


nie 


2 2 


des points A, A et B’; Bet A’; B et B’; enfin, par A. la distance angu- 


laire de deux planètes fictives qui décriraient des circonférences de 
telle façon que leurs anomalies soient constamment égales aux ano- 


malies moyennes 7, 7’ des deux planètes considérées. 


Les variables Ÿ, 7, ¢, 4’, 7’, e’, ... sont liées par les relations 


i Po=t+esing, 
r=a(it—ecosh), 


y= e'+ e'sinv’, 


cos) — € 
() cosw = LR DST RE : 
—ecosy 
: sin ere 
sinw = —-——*—_\/1--e? 
w eee Opes Mem habeas es 


mS 


r e Pa 
ee ey” ae TA 
: S ee Vas ram” 
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a 
e! —E'er vi, 


DR Or ete. 
Y= West, We Vi 


=  - 
Nu _et, en outre, 
_ E er 19 =PDelN 4; 6=O0e VE; o == Il e* v=, 
Bains D Den Fee, , ble" v=". 

_Désignons par r, 7’, 8, Ago, --. ce que deviennent r, 7’, d, Ago, --- 
_ quand on y remplace e, e’, ... par HOME 

La fonction wy deviendra ainsi 


j : mm! 
fs #,r+%, F4 p. p; 9’, Toi = 
; Vr? — arr! cosd +r eee 


. D’une teen générale, nous désignerons par Af le maximum du mo- 
= dule d’une fonction f des variables précédentes, quand celles-ci se 
déplacent respectivement sur des circonférences de rayons E, EF’, 
et par Af le minimum du module de i fonction f par le méme septa 
cement des variables. | | 
Nous aurons ainsi 


4 AfG,e,...= le 


a rie ee SR 
7 ar [ar(— eos + 2) 
_ - r! TA 


pre 27 = r? D CT: x 
VE = = cosd = =] _\ he = COS Age + ES wity: (cos d = cos A.) 2 
r | Pis ie 


r nlf 


! 


ac Fo a 1 ry; ar 1e Aare AA 
am #7 A! COS Aie = Se IN oa = cos A+ + — (cos Arr + sin ee 
ae 5 al rl? | r! 7/2 


4 =: 
a : SA (: a= uk cos Kw | rs We sin? Arr 
ce a ae ne 
= | : Ar Se eA re 

ae < (: = a A cos) ms Ne 

ci PE neosher + TE LA cos’ Are — À sin? Ar), 
; ANT 
ES “at 


us Œ a 


Qu Le ENS Fe , oh ue Re ps R 
Remi SR Ne TR Me “* 
f hy Was EL 4 f f APN 
su mais il e ie aisé Ha voi que, dae 6 CRETE 
re “* + a, 
=e 


e 


en y= e—(X+Y) 


“ Asinte ss y) = Se rae = S(X + Y), 


X+Y =f) Si) 
Alcos(2 ty) = a =C(X+Y). 
De plus, les fonctions S(X), C(X) satisfont aux relations suivantes, 


dont nous nous servirons dans la suite 


(2(X) + $2(X) = C(2X), IS 
| C(X)C(N) + 8(X) S(Y) = C(X + Y), a, 
C(X)8(Y) +8(X)C(Y) =S(X+Y), | 

c2(X) —$2(X) =1. | —— 


re 
: Le Il en résulte déjà que l'expression précédente de 
VE — — COS À + = ) 
r? 
peut s’écrire 
LITRES r Ar \* 2Ar | 
! LAS. ; vase = oot oe res 2 
A (: = COS Aggy + =) = (: a5) - ae = (A cos Arr 1). ie 
Désignons par Q, un nombre supérieur ou au moins égal au plus 
Et. grand module de es — cos A;y). On aura alors 
aie 
a em I 
=. ASS Tr TE RE NET 1 ue 
L Ar \? oAr 2Ar ù 
am : Las ae Gh Os el) mess be 
= ( va) TA Bn hee ae 
7 
| 
À - 


+ 


D a, . 
I viendra 


ae Ona donc - 


Y 


; ns 
G) AfsS 


" 4 


L 
. 


. 


V=Q, +A cos A he. 


m' 
‘ Ze =~ ; 
AE a! 7 : k ‘ 
; = oF = 
2Âr 
Ar 


a 
a! 


Arsa'{1—EC(4)], pie ea 


AS at +EC(y)I, 


I 
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mt 


(DE Cy) — (0+ 


—. : 
‘Cherchons maintenant le nombre ’. 


a 


P= 


2 


On a donc 


En y remplaçant cosw, sinw, cosw’, sinw’ par leurs expre 


2 

x nsinw sinew’. 
um 

PARC 


cos — COSA COS COS wv! +- cosA x COS #w sin Ww" 


+ cosA, : sinæ cosw’ + cosA 
2” ; } 


cosd= cos As cosw cos’ + COSA x cosw sin w! 
. 7 
+cosA, sinwsinw'+ cos Az x Sinwsinw”’. 
ro 22 
’ 


EC()P— 22/0 + ECG —E' CW)? 


A un instant quelconque, w, w’ désignent les distances angulaires 
des planètes à leurs périhélies A, A’. De sorte que Yona 


ssions en 


fonction de €, e’, Y, Y’, déduites des formules (1), eten posant 


Vs yr, 


ges, 
Ua1—y1— E*, 


ee La ge, 


+ 


eue Ve Se 2 ee 


Aix 
TEE 1e cos(r+ Q) 1—@ cos(r'+d') 


eR ee sin(r +0) CCE 
tale 1—ecos(t+) 1—€ SEA ile 


+ cose, avi ae ee ee ie pr 


et, après quelques SEM on trouve 


COS À cpu D — € COS Ag, 74g — € COS A++ 3.0 + £8! COS Av 
= , COS SS ——" " "  ——  —— ———— — —————]…——"…————— 
MR [r— e cos(r +%)] [r— € cos(r' + Ÿ)] | 
Pi ecosA, =) sin(r'+®) 
ry : 


É ee” | TE 
au 


el cosh, | sin (c+ v) a ahs a ae 


: [:—ecos(z + $)] [1 — € cos(r'+ ’)] 
uu’ sin(r +) sin(z'+4') 


. Li—ecos(r + 4) ][1—e! cos(r'+ VI 


+0 


et comme on a, d’autre part, 


cosAr, prep COS Ar cosl cos! + aaa cosh sin vl 
+ DAS sin sin! + Dee =sing sind’, oa ~ 
+ (4) d: AT MORE Ce = 81), Asing'£S (y), 
poets Cy), AcosW/SC(v), 
2. à ‘ ‘ a 


A ——————;°© A ——— = EL ——— , 
1— ECOS(T +) EC 1—e'cos(r’+ Y') 1 E'C(y’) 


4 


+ 


PT 


eT se ere Ss à à sh. di jh Du dt, 
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on trouvera que 


A L A Lea Elum À To 
[1 —ecos(r +4)| re cos(r'+ Ÿ')] cos Aie | 
Peu 2e ss 
IEC ECG 14° 
C(Y)S(Y) us 
Here Eco 0. 
S (D) C (4) 2 
= DEC) ECC) SA, Be 
S(L)S (4) à 
nie CN CN ae 


Mais, de la formule (4), il résulte que 
A cosAr+G,0 <C(Y) AcosAr,o + S(t) AcosA x ” 
2 


À cos A, r+ ySC(’) À cosAs,r +S(p)A cosA A 


+ 


w/a 


et, par suite, on pourra prendre pour la valeur de Q, celle que déter- 
mine l’équation suivante (‘) 


Q[1— EC(Y)][1— E'C(Y)] 
= jC(y) C(p’) —[: -EC(Y)] D -E' C(Y')] | A cos Ace 
+ C(L)S(L')A cos A wk 
2 2 
-S(p)C(Y')AcosA x,.,+S(p)S(Y')ACOSA xs 
+E (ee cosAs,r + S(Y')AcosA . z| 
, amy 
+ Kk’ [eo AcosA,,5 + S() A cosA |x| + EE’ A cos Ayo 
= Ù ser S(Y')A cosAx . #+ E'A COS Â% ee 
Æ BLEU AcosA x + S(p) AcosA x x +EAcosA 2 | CC 
"2 eee! 2 


| 
: 


+ UU! (y) C(Y')A cosA 


wla 


(1) J'ai trouvé ce calcul de @, dans un Mémoire autographié de Cauchy publié à Turin 


et sur lequel M. Tisserand avait pris des Notes qu’il a bien voulu me communiquer. 
5.8 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Serie. Tome Ne 


déré. Le 
On pourra ua pour ee de Q, calle que ion nee Ve 


tion précédente en y remplaçant par Rt tous Tes nombres A cos A, , 
AcosA ae ae ta, 
OF r 
On aura ainsi 


D Leÿ+E-+UC() eŸ+E+U'C(W) 7 
= | TEC) 1—EC(Y) fe 


et la formule (2) nous donnera, pour déterminer Q,, l'équation 


eŸ+E +UC(b) eŸ +E'+U'C(Y') Fe 


(6) MIT REC) TECH) 
| Dee les TUE AcosAs: AcosA a TN ee ey à 
a > a = 2 


Soient (fig. 3) wy le plan de l’écliptique pris pour plan de coor- 


Fig. 3. 


données; NA, N’A’ les orbites des deux planètes. Posons 


oN” VS æN + NA =o, æN + NG —7, 
3 aN St, aN’ a= NYA! == oy) æN'+N'G=7!, 

| LL Far AS a 
: | yNG=o, PNG =o!, NGN : =], 
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| on aura 
| COSA50— cos(w— Tt )cos(w'—T/) +-sin(w— Tr )sin(w'— 7’) cosJ 
=  Cos(o +w')cos(T +7’) +sin(w + wo’) sin(t +7’) 
î + [cos(w + w/)cos(r +7/) —sin(o+w/)sin(r +7')] | cos - — sint> ); 
| 2 2 
; or les formules de Delambre nous donnent (*) 
Pea | T+T! ! 
j Me Ot a sin g cos = cos 0 — sin cos? cos 4’, 
| Cd Tr i 
sin > sin = sin — 2 cost sin 0 — sin? 7 7 sin 6’, 


J TT d o À 
| COS — COS - = cos? cos & + sin Zsin 2 cos(9 — 6’), 
2 2 2 2 2 2 


a 


J —T : me ie 
LE cos — sin THT sin 2 sin? sin(8 0). 
2 2 2 2 


En remplaçant les premiers membres de cette égalité par les seconds 
dans l’expression de cosA,,, il vient, apres ie. calculs, 


A 


p—v"! 0 i 
COS À 10 = De + sing sing’ sin? — | 


D re 
a 
ws 
~o oe 


+ cos(w —w | cost fe "+ sin’? sin? Ÿ cos(29 — 25!) + sing sing’ c0s(9—9)| 


~ 


! 
‘ D ; : : : : 
+ sin(w + 0’) oe 5 cos? — sin 2 0 + sin? Ÿ cos af sin26'—4sing sing’ sin(@ + 0 ] 


sin2(9— 6’) +4 sing sing’ sin (5 0) |. 


se D le 


+ + sin(w —") | sin 2 sin? 


| Pour abréger l'écriture, nous désignerons par (1), (QT), (HE) et (IV) 
les coefficients respectifs de cos(æ + &'), es  æ/), sin(w + ©’), 
sin(@ — &’), et nous écrirons ainsi 


cos Ago = (1) cos(w +B’) + (IL) cos(w — ©") + (III) sin(w +’) + (IV) sin(w —3o’). 


On obtiendra cosA, en remplaçant dans la formule précédente & 
50 


() TISSERAND, Mécanique céleste, |. I, p. 294. 


de pars + sn 5, et I on trouvera | a ra 


mL à 
IEEE 


, ENS == (I) sin(@ + 0) — (ID sin(w — RES 


. 


De même : 
ae ae 
cosA É =— (1) sin(s +w' )+ (1) sin(® — (Un) cos em) + (IV) 608(m y 


cos Ae == cos(5 + 5) ge cos(w — © Feu sin( FRERE Ba =a" ie 


Pe En se eon aux expressions de (1), (II), cn) et (IV), il est 4 
_nifeste que 4 
css (2 nie 7), | à a 
ame] (HE) (E)ecemnasosence 
aam)s[s(2)e(2) | se+ Re. 


aay)s[s(2)s(2)] $(20 +26") +18(9)S(9!) (9 + 8). 


~~ 


Des formules qui donnent cos Ay 9, cos A, on conclut que — 
, Ch 


À cos £C(@ + 0’) [A(I) + ACID] + S(w + w')[A(III) + A(IV)], 
AcosAg £8(-+o')[A(1) + A(I)]+ €(@ + w')[A(IIL) + A(IV)], 


3 { 
et l’on peut prendre pour AcosA, ,, AcosA ~ les mêmes valeurs que y 
\ ary ‘= Sy 5 
pour AcosAy, ee ainsi que cela résulte des expressions 
LE : de COS A% x et FER Done 
= Dr 23 
Le | A cosA z= À COS Az È 
4 7 2 2 
: \ 
nt _ AcosAg g== A cos Ay. 
; R 23 
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La Eee, Sint cost + cos Az x SINT sint’, 
ces a 2) 


ai |A cosAge£ À cosy yeast #1) + Neos See ree 


A C08 es £ A cos Ago + AcosA cc 


oy ee A Vou S[A(D + AUD + ACID) + ACV) er. 


| Posons | 

(9) my lal ed AUD + A (ID) A(T) + A(IV)= &, — 

4 nous aurons — | : 
| ue mts | ba kl e™*™, 


a kets nombre Q’ pourra être déterminé par l'équation 


eee Es bc). DUC) 
ee ria. sO. 


— 
EE 


Enfin, en pont 


Anan +UC(Ÿ) Far eV +B’ + U' CV’ = V!, 


AT 1—EC() = CV 
on aura 

| ( 2! 4- re, Me kr, 

(10) © ee ie AAS toe 


@ (),-B/C(H) — OL EC] 2.2 OL +EC HIE ECW)? 


Ainsi donc la fonction frestera finie et continue quand les variables 


@ = <, e,e’, .… se déplaceront à l'intérieur de cercles de rayon 6, E, 
a : 
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E’, ..., pourvu que les nombres 6, E, E’ soient tels que 
(11) fi —E’ C(y’) — O[1+ EC(Y)])?— 22’0[1+ E C(p)][1 — E’ C(v’)]20, 


et, dans ce domaine, le maximum de son module sera donné par la 
formule (10). 

Nous devons cependant rappeler que, dans tout ce qui précède, nous 
avons supposé que les nombres E, E’, 4, }’ sont tels que 


EC(Y)<1,  E'C(Y)<r. 


Ce qui précède nous conduit immédiatement à la détermination 
d’une limite supérieure de l'erreur commise en négligeant dans le 
développement, suivant les puissances du rapport des demi grands 
axes 0, des excentricités <, <’ et des inclinaisons 9, 9’, de la partie 

m' 


de la fonction perturbatrice, les termes où les expo- 


Vr?— 2rr'cosù + r? 
sants de 0, e, e’, 9, 9’ sont respectivement supérieurs à des nombres 
donnés 7, n,n', n”, n". 

Il suffit pour cela d'employer, sans aucune modification, la méthode 
dont Cauchy s’est servi pour trouver une limite supérieure de l’erreur 
commise, en négligeant dans le développement de la même fonction 
les termes où les exposants de 0, ¢, e sont supérieurs à des nombres 
donnés ('). 

Pour plus de clarté, nous allons rappeler les principaux théorèmes 
sur lesquels nous nous appuierons avec Cauchy. 

1° Soient les équations 


yvy=b+ #siny, y= b'+2'siny'. 


Si les modules de x et x’ sont inférieurs au nombre 0,664, alors cha- 

cune de ces équations offre une seule racine, correspond à une valeur 

de y —b, y'— 8’, dont le module est inférieur au nombre 1,199678. 
Cela posé, si la fonction 


F (æ, æ’, A4 y’) = Kez, ZS, b+ 3, Dies z') 


(1) Ce paragraphe est, sauf quelques modifications, emprunté aux Notes de M. Tisse- 
rand dont j'ai déjà parlé plus haut. 


ae 
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reste finie et continue pour les valeurs de x, x de modules moindres 
que 1,199, alors, en posant 


3 — 3ePV=1, 3!— 3er V1 


3 
4 
| 


if 


et, en supposant les modules 3, z’ inférieurs eux-mêmes au nombre 
1,199, On aura 


F(x,æ!,y,7! anf ae Fin weos (b+ 3) 1—a'cos (b+ 3") à Mr ar 
| = ay 2— a#sin(b+ 3) s'—a'sin (b'+ 2’) tan eae 


Tr © 


: Cette formule reste vraie lorsque la fonction f dépend d’autres variables 


- QUO LT, V5. 
| 2° Soit f(x) une fonction finie et continue quand la variable x se 


Fig. 4. 


x = Xepv— 
Nous aurons 
a 
I _ 
f(t) = — a fe) ep, 
2T J, x 
sous la condition 
Jo|=E<X 
Orona 
a x x? ant ar 
= = + => + = eS re - = — 
L—x a 5a? gr a1(x — ax) 


et, par conséquent, l'erreur que l’on commet, en négligeant dans le 
développement de f(x) les termes qui contiennent x à une puissance 


S. 64 
supérieure àn, a un module SE que 


eos ess 
Xr-1 (X Le E) Af (x), 


ou encore moindre que le reste de la série 


xX = 


développée suivant les puissances de &. l 

Considérons une fonction de deux variables æ, x’ qui reste finie et ag 
continue pour toutes les valeurs de æ et 2’ de modules moindres que . 
X, X’. Posons 


z=X epy—1, a! =X! epv—1, 


Si l’on développe f(a, x’) suivant les puissances de x, le reste de 
cette série aura un module moindre que le reste du développement, 
suivant les puissances de £, de la série qui donne 


X 2 
ve z') 
et, par conséquent, un module inférieur à 
oe rs 
(1) xx 554 /C, a'), 
le module & étant moindre que X. 


Et la somme des termes qui renferment des puissances ge æ au- 
dessous de la n’™* sera représentée par l'intégrale 


= 
(2) | Ve Sones) pave ap a 


ou encore par l'intégrale double 


a oh, | 
ue anf Î = Era LT CE, mile a’) dp dp’. ) 


re , 
Si l'on développe la fonction (2) ou (3) en une série ordonnée sui- : 


« 1 « 4 Ar} ’ 4 1 
vant les puissances de a”, le reste de la série, prolongée jusqu’au terme 


“ 
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qui renferme x’ à la puissance n’, aura un module moindre que le 
reste de la série : 
X! ar — an 


Xe: : a-'( a — x) fla, #1), 


et, a fortiori, inférieur au reste du développement de l’expression 


x Xe Ee Die 
NA x pH hl 7), 


en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de Ev'est- 
à-dire au produit 


el X” — fr — -, 
(4) X’r’—1(X! — &') MK AS), 


L 

X pouvant être supérieur ou inférieur à ¢ et X’ devant être supérieur 
dat: | 
En ajoutant le produit (4) au produit (1), on aura une limite supé- 
rieure de l’erreur commise, en ne conservant dans le développement 
de la fonction f(a, x’) que les termes qui renferment æ à des puis- 
sances inférieures à z et a à des puissances inférieures à 7’. 

Donc, en définitive, cette erreur ne surpassera pas la somme des 
nombres que l’on tire des deux produits 
xX’ xX 


x ee Ep 
xs 4/1), D er is”): 


lorsqu’en supposant dans le premier produit X >&, dans le second 


x : 
cet Kees on remplace la fonction Xo? dans le second produit, 
par la somme des n premiers termes du développement de cette expres- 


sion suivant les puissances de &, et dans le premier produit par le reste 
ae ; 3 Xx! : 
de la méme série. Puis la fraction oF par le reste de son développe- 


: 7 . . a , . 
ment en série ordonnée suivant les puissances de & et prolongée jus- 
N . We ee, 
qu’à la puissance 87". | 
Pareillement, si, dans le développement de f(x, y, 3, ...) suivant 
les puissances ascendantes de æ, y, 2, -.-, on néglige tous les termes 
8.9 


Ann. de UV Ec. Normale. 3° Série. Tome X. 
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dans lesquels les exposants de +, y, s,... sont respectivement égaux 
ou supérieurs à des nombres donnés, n, n', n” la somme des termes 
négligés offrira un module moindre que la somme des nombres que 


l’on tire des produits 


x Fa 4 
x—#A/(ær, 33 is 
x BS — — 
(5) va x rer, ..), 
Z Y xX 


ets amie we, a svt '& mre) s) 650 Sue idm eee Shel pi eee 


lorsque, & n, ¢, ... étant les modules de x, y, z, ...; X, Y, Z, ... ceux 
de æ, y, =, ... on suppose dans le premier produit X>&, dans le 


a4 


second Y >», X pouvant être plus grand ou plus petit que £, dans le 
troisième produit Z > Y; X, Y pouvant être plus grands ou plus petits 
queé,y,...et que l’on remplace ae dans le second, le troisieme, etc. 
produit par la somme des x premiers termes de son développement 
suivant les puissances de £, et dans le premier produit par le reste de 


dans le troisieme produit et 


cette méme série; puis la fraction os 
les suivants par la somme des n’ premiers termes de son développe- 
ment suivant les puissances de & et dans le second par le reste de 
cette méme série. 

Ajoutons que les valeurs attribuées aux nombres X, Y, Z, ... doivent 


étre telles que les fonctions 


f(a, y, 2, Anh f(a, 7, 3, ue) f(z, 7, 3, T0 


restent finies et continues, pour ces modules, et aussi pour les mo- 
dules plus petits. 

Observons encore que la somme des termes qui dans le développe- 
ment de f(x, y,z,...) renferme des puissances de a inférieures à n 
sera représentée par l'intégrale 


27 Le 
I gn gn 


—— f(z, Yy By a 0) Ope 


2T à æ1(z— x) 


D 
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Et, en vertu des principes établis, la somme des termes qui, dans le 
, pg , PSE: , . 

développement de l'intégrale précédente, renferment des puissances 

de y, z, ... à des degrés égaux ou supérieurs aux nombres 7’, 7", .. 


offrira un module inférieur à la somme des termes qui renferment les 


mêmes puissances dans le développement du produit 


Y 7 ar — an re 
ey a ieee sere games) Mean 


r=! (a — 

Done, si dans le développement de f(a, y,z,...) en une série or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de a, y, 2, ... on conserve 
seulement les termes qui renferment des puissances de æ, y, =, ..., 
dont les degrés sont inférieurs an, n°, 2", ..., l'erreur commise offrira 
un module inférieur à la somme des nombres que l'on tire des deux 
produits 


X Y 7 he 
i X—EY—n ge Mrs...) 


X = 
(8) gadfly s 


X Le par le 
reste du développement de cette fraction en une série ordonnée suivant 
les puissances de &, et arrêtée avant le terme qui renferme & à la 


puissance n; dans le second produit, par la somme des # premiers 


a 


lorsqu’on remplace, dans le premier produit, la fraction 


; Le : : if Z 
termes de cette même série, puis l'expression »—> 77: Pat la 
a 4235 
somme des termes qui, dans le développement de cette expression 
suivant les puissances ascendantes de 1, i, Fenterment, des 


puissances de n, €, ... d'un degré respectivement égal ou supérieur 


AE res 
Ayant rappelé ces théorèmes, posons 


me! 


(1) P te, a 4,4, dr, p,p'). 


Vr'— arr’ cosd +r? 


Les variables +, ¥’, «, e et les anomalies moyennes +, +’ sont liées par 


les relations 
yo=rttesin, y= +e' sin". 


v= _ Wen, 


“ D'ELLES SAS (ee ek HAY Pe ae he 


~ 
ay : Z =a x e 
: enc 9 


æ 


: re somme des termes qui, aan le développement de Ss rte el 
puissances de 0 inférieures à 0/ , sera représentée par l’inté égrale x 


: ; - ; 2 di 6/ ‘ ie À RUES CFP, «= 
Be ' (2) ; cal rey 5) Ce: e', 8,0, d', 9, 9 ) ds, ; 
4 “203 . ~ | ; : + | 


cet la somme des termes négligés offrira un module inférieur au reste 
a _ du développement de la série qui, ordonnée suivant les puissances 
de 4, donne ta de | | 


ns ML e', 6, v, y', 9, o'), 


lorsqu’ on y néglige les puissances de 4 supérieures à 6/, c’est-à-dire 
inférieures à > 


| bal js 
ne” (3) oem Al e', 0, %, ie 9, g'). 


Cherchons ensuite une limite supérieure de l’erreur commise en 
négligeant dans le développement de la fonction (2) les termes où les 
LUE de €, €’, ©, 9’ sont SR à des nombres donnés n, n', 

TT 
D’après les théorèmes que nous avons rappelés pages 62 et sui- 
4 vantes, on a successivement 


ee S(t, 84,49, 9°) 1 
‘ae =,1—ecos(r+h) 1—ecos(r+Y) + 15 — 
AN PE CT A ee i” 
A sf f * vy Ÿ— esin(r+v) b'—e' sin(+' ED HS HER Be PNR OISE 
ik vice, ',6,%, Ÿ', ?; 9) | 
cl ù ’ eh = -, =: a 
2 € € ® mn \ 
‘ = — —— RS an , dp dp' dr ar’, 
a co es LEE ET d, Ÿ',9, 8!) dp dp 
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De sorte que 


fle, e', 6, v, d', g, 9’) 
2T 2 i - V 
a seek + 
Peer 
1—ecos(t+) ere cos (2! + Ÿ') = Ak A 1 
Y—esin(c +h) Y'—e sin(c’ +0’) ACTE }dquar!, 


! 


en supposant toutefois que la fonction / reste finie et continue quand 
les variables €, &’, ..., 9, 9 se déplacent respectivement à l'intérieur 
de circonférences de rayons E, E’, ..., ®. 

Et, en outre, que les nombres E, E’, ..., ®’ sont choisis de façon que 


e<E, a MCE <a Is p <®, 
a 6< 0. 
: ! ! 
gl FE’, lA aint ) ea i p'< ®, 


Ces dernières conditions ne peuvent être remplies qu’autant que les 
e, e’ restent inférieurs à l’unité divisée par le module principal de 


. sin (r + Ÿ : She 
expression A sin(s +9), ou bien au nombre 0,667. 


Avec ces hypothèses, le reste de la série qui exprime la fonction (2) 
aura un module moindre que le reste de la série qui a pour somme 


ee a, 
i-1(6 — 0) Don re Do 9 —9 —esin(r +4) Y'—e'sin(r +) 


et à plus forte raison moindre que le reste de la série qui a pour somme 


Go ee oe Oo EC TPE CW) re _ 
pan VE EE ed-pw—9 ÿ—EC() Y- ECW) fe, ...,9) 


les nombres d, (Us étant choisis de manière à vérifier les conditions 
EC(W)<Y,  E'C(#)<W, 


et la fonction f(é, ’, ..., 9) restant finie et continue quand les va- 


oe ce, ec ose ae) eee cos (dd dorian a Ser 
€ € P ® I € CO ®) € ( rie 6, D, d', 9, o!), 
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riables €, €’, 9, 9, 9 se déplacent a l’intérieur de circonférences de } 
rayons E, E’, ®, ®’, 0. | 


Nous avons trouvé que cette dernière condition sera vérifiée si les 
nombres E, E’, ..., © sont tels que 


(3) 1—E'C(Ÿ)—@[1+EC(p)]—2R'8[1+EC(Y)1[1 —E'C(Y’)] 20, 


et que le maximum du module de la fonction f dans un tel domaine 
était 


(4) As 


m' I 
# {0 —BC(Y) — Of +EC(Y)!— 22 Of: FEC] [EC]? 

En résumé, la somme des termes que l’on néglige dans le dévelop- 
pement de la fonction f'(e, ..., 9’), quand on ne conserve que les 
termes où les degrés de 9, ¢, e’, 9, 9’ sont respectivement égaux ou in- 
férieurs aux nombres 7, 7, 7’, n”, n”, offre un module moindre que la 
somme des nombres que l'on tire des deux produits 


(0) ~_ 
(5) ACC UD 


, E E' @ ®' O 1+EC(¥) 1+EC(W’),.- +5477 
We 


6 FA: : = / ( ! (hee. Sat 
A € E’—e' D g D'—9 0 —0 1— EC(Ÿ) 1—E'C(’) Af (2, &', 9,0, 0', 9, 9’), 


0 : : 
ÿ—2; dans le premier produit, par le 
reste du développement de cette fraction en une série ordonnée suivant 
les puissances de 0 et arrêtée avant le terme qui renferme 0;; dans 
le second produit, par la somme des 7 premiers termes de cette même 

EVA Me UE ey 
E—e E—e D — 9 ®— 
termes qui, dans le développement de cette expression suivant les 
puissances de «, &’, ®, 9’, renferment des puissances de € d’un degré 
égal ou supérieur an, ou des puissances de ¢’ d’un degré égal ou su- 
périeur an’; de + d’un degré égal ou supérieur à »” et de 9’ d’un de- 
gré égal ou supérieur à x”; en supposant, toutefois, les modules 6,E, 
K’,.. , ®' de 6, ¢,¢,...,9’ choisis de façon à vérifier, dans le premier 
produit, la condition 


lorsqu’on remplace la fraction 


série; puis l’expression 


= par la somme des 


O> 4; 
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dans le second, les conditions 
| s =< E, E C(d)<%, p<®, 
[A 
GE EB, E'C(4) < 4, g'< Ÿ', 


[Te gi bow) 1a bE EC(Y) 
| |: Logan nou. 


(7) 


D'ailleurs, en supposant 


I ! 


— £ È 
C=O = rare el, parsulte, 7 <7", 
on aura 
! l I 
d'A TOR EC 0 : 
1— € COS — = = 
re eùv=1 Do eco er 
5 1—e'cosŸ 1— ec cos" 
I = J I 
A= = s = 9 


5 Le cosy MS (Pe ee we: 
: 1— € cos” © V med \: CNT 
et, par conséquent, 


A fe, e', 6, b, 0,9, 9) S 


! ! 


PR mn 
rae Diese ise 620 (i + €) 


Ô 


Pour toutes les grosses planètes on a 


On peut donc déterminer © de façon que 


1 —# 
1 +e' 


(8) | 0<0< 


‘La formule (5) est donc applicable pour toutes les grosses planètes. 

Passons à l’expression (6) : 

Elle suppose que les nombres E, E”, v,..., ® vérifient les condi- 
tions (7). Les premières de ces conditions peuvent se remplacer par 
les suivantes : 

Wat, v<s, 


ay ! ee aber o< D @ <0", 
EOE Se eme eB < oy ee gr AN ae 1 


w 
Vue 


limite } = 1,199, et qu’en Re: = =10n n trouve 


ee le rapport = 


— = = 9,64805, 


il est clair que les Pe des conditions (7) seront vérifiées si Ve on oe 
suppose 


(9) e<E<o,64805, «'<E’<0,64805, 9 = pl wo, 
et que l’on choisisse à, ge de manière à vérifier les équations 


ue SL, 
e+eŸ ru) eV +e-Ÿ 


ET : Ve 


Les conditions (9)sont vérifiées pour toutes les grosses planètes et 2 
aussi par les quatre petites planètes Vesta, Junon, Cérès et Pallas. 3 
_ _ La dernière des conditions y peut s’écrire 


1+ EC(v) 


an | fo ECW) _ 
| 1 —EC(Y) 


rase ll 
( — E'C(4') —[2/+1+( +1) i] ;20 


— [2+1-V@Fy— 1] je 
Pour la vérifier, il utirs de prendre © de façon que 

1+EC(Y) per res = I ; 

MC) See cer 


ou bien 


ie 1 BIC(Y) 
at) ng 2(Q +71) 1+ EC(y) ? 
et, de la formule (4), il résulte que l’on aura alors . 


— m' 


a (12) | : Af (é, €, 6, u, Vv, Q, p')= <a6(i+EC() 


CCE Cherchons une limite supérieure de la valeur de @. 


# Nous avons trouvé que @ devait être inférieur à la plus petite racine 
de l’équation 


; Pp —EC(p') —O[1 + EC($)]}?— 220 [1+ EC (Y)] [1 —E/C(Y')] =o. 
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La valeur de Q’ est donnée, dans le cas actuel, par les formules 


Y+E +UC eV +B +U'C(V 
pal eo BE UCC) ev ER UC 0’) 
M rec) a ree k, 


k= A (1) + À (IL) + A (III) + A(IV). 


Cette racine croît rapidement quand les nombres Ÿ, d/ décroissent. 
Nous leur donnerons donc les plus petites valeurs possibles, c’est- 
à-dire que nous les déterminerons par les équations 


EC(ŸY)=, E'C(Ÿ') =". 
L’équation en 0 deviendra 
Pe a Wh) aa Ot — pt) Cr) 0, 
et la valeur de Q’ sera déterminée par l'équation 


! I 
Y+E+US eV B+ Ue 
Of a = eu - ep K. 


Posons | 
d+E+ US YLE+US 


EK’ 


ye 


l'équation en 0 pourra s’écrire 
(1+ ¥)2—20(1+b)(1—YIVWK + (1— do. 
La plus petite racine de cette équation est 


ee. REVENVE 
(13) p= TE (KV VEN i) 


ou encore 


1— Vv! I 1 I bee + I * 
A NEA eke 2.6 QE RS 
. LA A 7 
Cette racine croit évidemment quand ces nombres Ÿ, d" V, V’, K 
4a 
décroissent, et, par conséquent, lorsque les nombres E, E’, ..., ®’ se 
rapprochent de leurs limites inférieures €, &, ..., 9 
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, . 2 RS 
3 à. 


= 


| FE NES Li he 


# 
Be 


i oe 
w 


La 


fis 


he 


C2 
. 


A We 


= 


si l’on à 


= 
~ 


ey 1 


On aura donc la finite: supé iet 


_jointe aux love ENS donnent tv, V' Mie  U' et ( 


f ‘ + à 
_E=s, =e, o=9, R'ETT “te 


| ah 
et qu'on donnera aux modules , V’ les valeurs déterminées par les les 
équations 


G4) 


Si la limite supérieure ainsi obtenue surpasse 0 = - c'est-à-dire, 


. 
j 


ae 5 (KVV'— /KFVFV?—1), 


on pourra déterminer 0 de façon que les conditions (7) soient vérifiées 
et la formule (6) sera applicable. 
Cette dernière condition peut s’écrire — 


(15) KVV'< + (£ ant Mr + 


a! 1+/ ai+y 


Cauchy a déterminé pour chaque planète une valeur très approchée 
de la quantité Ÿ, qui vérifie l'équation (14). 
Il à trouvé les valeurs suivantes : 


Mercure ne as Y = 0,210065 JUNIORS. Ter Y = 0,048132 
UV ODUS annee 0,006884 DOMINÉ Enr ant © 0,056313 
Ma TOREG se nesters sic 0, 016816 Li UT Re Ne © 0,046750 
Mars een «is. oxe 0,093494 Neptune. re... 0,008720 


Il a ensuite calculé V par la formule suivante 


eŸ+E+ Se 
1—y 


’ . , , à 
D'autre part, nous avons trouvé pour déterminer le nombre K les 


v= 
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formules suivantes 
K<A(L) + A(IT) + A(T) + A(IV), 


AGDE (LT) +8 (9) 8(8°, 
sans[o(2)o(2)] + PT «180050 
san fo(2)o(2)F ET eee 
Aay)s|8() s(£) | +480) 81. 


D'où l’on tire, après quelques calculs, 
LENCO? +3S(?)S(?) 
6 ! 2 ! 2 if 2 
o À ROC EEE 


Rappelons que nous avons posé, d’une façon générale, 


et re e—e* 
9 S (a) = 


CB s 
Comme 9, 9’ sont tres petits pour toutes les grosses planetes, on 
peut dans les formules précédentes remplacer C(o), C(9’), S(9), SC?) 
par les premiers termes de leurs développements suivant les puis- 
sances de 9, 9- 
Nous calculerons donc, pour chaque planete, les valeurs de C(¢), 
S(¢) par les formules 


2 4 


Oe ae © 
C(o) ne Mecs, 2 


I 1.2.9 


Cela posé, les valeurs de V des produits a(1 —#), a(i+Ÿ) de 
C(o), S(g) donnent lieu au Tableau suivant : 


(8) 


I ee a 
NOUS eee ey aes 12 ; 
La Terre....... 1,05159 | 0,983183 1,016816 1,000 ; 
« L,318%4 1,381236 1666150, 1,00052 
Jupiter........ 1,15408  4,950822  5,451510 — 1 ,00026 | 


Saturne........ 1,18232  9,000758  10,074984 1 300094 oan va L ie 
oWranusse fee, Rs  18,286475  20,080135 — 1 400009. 0,01353 Fx 
Nepiide es 29,7780 30, 29888 ei . oe À 


710 
> aay a 


Nous avons trouvé RU, que, lorsque les Haute eee Be ay ; 
db, Y’, 9, 9’, w, w, 9, 0 se déplacaient dans qe circonférences de A 
rayons E, FE’, , 0, ©’, la fonction 


i 


+ mi. 


; fev tote ee 
| Vr— 2rr'cosù + r'? 
restait finie et continue, si les nombres E, E’ sont tels que 
Bey <1 Roues | mae 
dite ECW) —S [r+ EC} — 22% gU+ECW] [ECW] >o, 


le Ronee o re déterminé par les formules 


| G+i=V,V'K!, 
a te 2 eV+E+UC(Y') 


re si Ch PT PR Ce 0 
| = A(1) + ACID) + AMI) + A(IV), 
A(1) ee S(9) 8(91) s*(“="), 
aan =[e(2)e(2) + [8(2)8(2)] crs +20 cisco +99, 
A (HD) = [s(2)c OI (29) + [s (©) c(2)]'s(25y + 48/9) 8(9) 816+ 0%, 
acv)=|s(%)s(¢ )| S(9-+ 26") +48(0)8(9')S(0 +6). 


Enfin, en désignant par A(/) le maximum du module de la fonc- 


(1) 


3 
| 
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tion i dans ce domaine, ona 


@ Ass — 
a 


et le maximum du module de la partie de f qui est indépendante des 
anomalies moyennes et que nous avons désigné par R, sera dans le 


même domaine 
AR,S47°A(f), 


(3) AR, 5 39,478350 A(f). 


D’ailleurs, quand les variables ¢, e’, w, w’, 9, 9, 9, 0’ se déplacent 
à l’intérieur de circonférences de rayons E, E’, =, ..., 9’, les variables 4, 
l,p.9q,h',...,q définies par les formules 
h=esinw, l= 6ces'w, p=tangg sin 6, g = tango cos, 
1 Heese SHO, ML eS etd «e's a ieee Cee heen ae 15 Céder ie aah 
se déplacent respectivement à l’intérieur de circonférences de rayons 
H, L, P, Q, H’, ..., Q'; les nombres H, ..., Q’ étant définis par les 
formules 
| H—ES(o),  L=EC(o),  P—®@S(6,  Q—C(6), 
W=E'S(o'), LE C(w), P'—®68(8) Q'=®C(#), 
et les nombres E, , 0’ étant choisis de facon à satisfaire aux condi- 
tions (8). R, sera une fonction développable de A, /, ..., as pour les 


valeurs de ces variables de modules moindres que H, if , Q’. Dans 
ce domaine, les variations séculaires de k, /, ..., 9’ seront détermi- 


nées par les équations 


dh m'an OR, 1 m'an (e+e) ORs | 1 man (pe OR 1a) 

dt pw ol DL ee 104 

dl man OR, mins, p oR, 1m on aR, me, 

dt Dp 0h a pi op. Tt 8g 

d, m'an oR Rove pe OI OR ele a OR, 1m'an ORs "2 
aan man |S U. is es ae te OL he ae PU Oh 


! 
dq _ m'an OR, E WE GM ne rs SEE (ota gt) | g(t Ge 
a ; 


Le . Oh 


op 


(1) Annales de l'Observatoire de Paris, t. Il, p. 106. 


(} 


re|—/ 


oR 


ol 


‘); 


h an 
OR, 


a7) 0: 


S. 78 J. PERCHOT. 


On aura quatre équations analogues pour la seco-.we planète. 

Les seconds membres des équations précédentes sont des fonctions 
holomorphes pour les valeurs des variables qui appartiennent au do- 
maine de rayon r du point — {= p—...= q'= 0; rdésignant le plus 
petit des nombres H, L, ..., Q’. Soit Mleur maximum dans ce domaine. 

Considérons les équations 


{ dv; M 
ns > 
dt ; Ps + Vet... + 08 


— 
D 
rt. 


r 


| RES eee Pere ree) à 


avec les valeurs initiales 
il, ete] Pal À as es el 


Considérons dans ces équations (2) ¢; comme fonction de Z et ¢?. 

Nous savons que l’on peut trouver des fonctions satisfaisant aux 
équations (2), se réduisant pour ¢ =o à ¢? et développables suivant 
les puissances de #, v; en séries convergentes pourvu que ¢ soit assez 
petit. 

Les coefficients de ces développements sont tous positifs et supé- 
rieurs aux modules des coefficients correspondants dans les développe- 
ments de A, J, ..., 9’. Desorte que le rayon est une limite inférieure du 
rayon de convergence des séries h, /, ..., q’. Pour le trouver, ajoutons 
membre à membre les équations (2); nous aurons 


(V3 + Pat... + ps) 8M 
ot 2 CHA Ciena 5 
À 


(3) 


Posons 
Pi Vet... + pa V. 


V considérée comme fonction de # et de ¢ satisfait à l’équation aux 
dérivées partielles du premier ordre 


et se réduit pour { — 0 à 


V°= of +o +... += X, 
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Toutes les fonctions ¢; ont tous leurs coefficients positifs; leur 
somme aura done ses coefficients supérieurs aux coefficients correspon- 
dants de l’une quelconque des fonctions ¢; et, par suite, deh,/,...,q’. 

Déterminons cette fonction V. Comme elle ne dépend que de ¢ et 
de X, il est naturel de poser 


V=(é, X); 
la fonction ¥ satisfait à Péquation aux dérivées partielles 


dys SM 
de H(t, X)’ 


r 


et elle se réduit à X pour 2 =o. 
Afin de revenir aux notations habituelles des équations aux dérivées 
partielles, posons 


b(t, s)=4, 
Le = Ours Ons ae 
tt Ra lon 2: 
l'équation (3) deviendra 
VU 
(3°) (:—=)p—8M=o; 


la fonction ou z que nous cherchons est l’intégrale de cette équation 
qui passe par la ligne 
Do, Cy. 
Les équations différentielles de Lagrange qui correspondent à l’équa- 
tion (3°) sont 


AE 3 rie cup 
Pat (1-7). PR der 


Elles admettent l'intégrale 


HR UR 
Nous avons done une intégrale complète de l’équation (3°) en intégrant 


As — eda 1 LS 


I1— — 
7 


à a rare 
: \ ey T0; 
(9) de 5 ee 


Les coordonnées d’un point quelconque de cette droite sont 


C—O, say, 


t nec . 


en désignant par tun paramètre arbitraire. 
Écrivons que ce point est sur la surface (4), nous aurons 


¥ 2 

(6) : = —t(1—8aM)+6=o. 3 
ot Le plan tangent en ce point à la surface (4) est sen 3 
4 n i, | ; —aMx+8ait(y—9 (=D) = | 4 


Exprimons que ce plan contient la droite (5), il viendra 4 
ae t 
(7) 8aM+-—1=0. 
En éliminant £ entre (6) et (7), nous aurons entre « et 8 la relation 
| or. 
P=(1—8aM}:; 


l'enveloppe des surfaces de la famille (4) dont les paramètres «, 8 sont 
liés par la relation précédente est l'intégrale cherchée. 

En faisant les calculs indiqués par li théorie des enveloppes, nous 
trouverons pour son équation 


~ s—ars-+16Mr2e+y(ar—y)=o., ; a 


En revenant aux anciennes notations, nous trouvons que la fonction 
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cherchée V est la racine de l’équation 


V?— arV +16Mri + X(2r— X) —0, 


qui se réduit à X pour ¢ =o. Donc 


(9) V=r—y(r— X)?—16Mrt. . 


Cette fonction est développable suivant les puissances de ¢ et de X ou 
de ¢? pourvu que 


(r— xX)? ; : ; 
(10) EG EN et X=/A°l+|O[4+...4] qg%|<r, 


de sorte que, en supposant vérifiée la condition X <r, on peut trouver 
des fonctions A, J, ..., g’ satisfaisant aux équations (1), se réduisant a 
h°, 1, ..., 9’ pour £ — 0, et développables en séries convergentes 
suivant les puissances croissantes de #, h°, 1°, ..., q"° pendant le 
temps 
(rx) 
B= = ==. 
16Mr 

Désignons ces séries par 


A= ? (t, ho, do, P°; q°; h", i”, P”, qg"), i= o (t, Leer ain Gg), 


MOG Gr otk oie EE EEE RTE Ms DO Giochi ws) } 
[eS Oe EPP EETEEE Vy Do le Ny 
Teena a ce nature i NO OA TOR ) 


Soit ¢, un point intérieur au cercle de convergence de ces fonctions ; 
h,, l,, .... 9, les valeurs de 4, J, ..., g' pour ¢=2,. On voit que ns 
l,, .... g, sont des fonctions développables de 4°, ..., g”. 

M. Poincaré a montré d’une façon générale que l’on peut étendre ce 
cercle de convergence : 


, © ! Z LA 
Désignons par hi, {, ..., qi les valeurs de 2,, /,, ..., q pour 


Avo =h=...=q°= 0. De sorte que 
R = ho + a, h°+ Bl + pip? + drg0 + ai Ao +... + 92( 2%, D) Fee wes 
SS ele ae ene 
Re D Ge eT pte rete 
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_ On sait que 


5 


: our =e LION Vv 


ry (eit 


Pi 


| (%)1 >| hy (A (#1) à |A fa 1 > Ia ab B> le ers + y . 
+ … 


(NE HN HOD ATEN EEE ES 


PRÉPAS ea asie ee sr 


Les quantités ( v;)" sont les valeurs pour i= =e; de fonctions satisfaisant 
aux équations (2) et se réduisant à zéro pour £—0, ¢ ’est-a-dire de 
fonctions égales et satisfaisant ? à l'équation 


AE 5 — Vr?—16Mre,, 


et lon voit ainsi que (9; y sont ‘inférieurs à à & 


A fortiori, il en est de même de |A!|, |/°|, ..., |g*{. Posons de 
méme , 


Rss yt ay: =, 
(12) hy—Ai=(h), 4£—-Hh=(?), es 
Wipe A), Le = (0), ao 


et considérons le systeme d’équations obtenu en faisant dans (1) ce 
changement de variable 


d( i 
{SERS +R O4+ ven, ~ May, 
Aiea tl (eeu ue Ces er Ne aah Ceo 
(13) dt é | ape rl à 
PR ae ee 
Mor rat À CC EN i OP eer OL MDN est: A Ua I ea tA al — ] 35 


47 
ce 
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les seconds membres sont des fonctions développables dans le domaine 
de rayon 


Gol 


du point 
(h) = (1) =...=(g)'=0. 


Cherchons s’il est possible de trouver des fonctions satisfaisant à ces 
équations, se réduisant pour ¢’=0 à (h°), (/°), ..., (g°y, et déve- 
loppables suivant les puissances de #’, (h°), ..., (g°) pourvu que J’ 
soit assez petit. 

A cet effet, considérons les équations 


dv’ M 
I = ss 2 
(14) du! EROS OBERT 2 ( 12e) 
I / 
= 
Avec les valeurs initiales pour { = 0 
Palm (ei) CR), aes 


PP —=(¥a)r— (Pa) i> (0), ..., 


En remplaçant dans ¢;’ la valeur précédemment obtenue pour (v;)\, 
on trouve que 


d= (on (5 LV —16M re) LAVE re. 


En prenant le point #, sur le cercle de convergence des fonctions 
(10), c’est-à-dire en faisant ¢, — p et en Plain p par sa valeur, 
ona oe 

go <iVr?— (r—X)*. 

Si done 


ou 
(15) n= x) xX TT); 


il existera des fonctions satisfaisant aux équations (14); se réduisant 


à ans 

has a SEA eee ny x a FEES A 
$ | mie , Sie Bs, ¥ Ae : - NE 2 Dre : | 
Bai. LL ay Ue. pour = 0 à v! ° et développables suivant 
; de #, LE pourvu que 


ae a» 


80 : ogee ae iss Ae: 
to ey Le me : Pr” Sp = ror” ae, yy 
: + ASS , a res : PO AR EN 
a ca ‘ 
| et, a portion dans cet intervalle de temps, on pourra développe 
CANADA , (gy suivant les puissances croissantes de z’, ts 


de (nce a 
| « Pour toute valeur de #’£p, les fonctions (h),. @, Re (a) seront a 
done développables suivant les puissances croissantes des valeurs ne - 


ee initiales. : 0 ss . 
Il en sera de méme des fonctions 1h pr q pour toute valeur des = 
inférieure à ¢ + 9’, c'est-à-dire, pour à a i 


1 FOX}, (=X!) 
f<:6M ee + NT]: 


En répétant le même raisonnement que précédemment, on voit que — 
l’on pourrait encore étendre ce domaine de convergence, pourvu que 


X'=VOr = XX <r'(1—1). 


En supposant cette inégalité vérifiée, A, 2, ..…, g' seront des fonctions 
développables de 4°, ®, .... g"°, pour toutes les valeurs de ¢ telles que 


t<p+p'+p", 


. = ete (r—Xy (r’ — X‘)? (r"— X")? 
(97 ‘< 76M jo Sa SG aera 


où l’on a ; ore 
X'æV(ar + XIX. 


Nous allons montrer que les quantités p, p', 9”, ... vont en dimi- 
nuant et que leur somme reste finie ; cela prouvera que les développe- 


ments précédents ne sont possibles que dans un intervalle de temps 1 

limité. 14 

À | ; 
‘#4 

5 : 

Be : 
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A cet effet, considérons le rapport p 
p 


Or 


Donc 


_ La série p, p', p”, -.. est convergente et la somme p + p’+ 9”, ... 
reste finie. 

I] n’y a évidemment lieu de considérer les développements précé- 
dents que s’ils sont convergents pendant un grand nombre d'années, 
c’est-à-dire, si la valeur de t donnée par la formule 


x 2 ! 1\2 " 1 \e > 
(19) i= aa = ei + is 2 PAS +... 
est suffisamment grande. 

Il est manifeste qu’il n’en sera ainsi que si la somme des va- 
leurs initiales X diffère sensiblement du rayon r du domaine de con- 
vergence, et si la valeur de M qui résulte des formules (y) et (à) 
données page 77 n’est pas trop grande; cette dernière condition 


7 ‘ a . Has PERTE rs 
ne sera satisfaite que lorsque le rapport = sera tres différent de l’unité; 


comme cela arrive, en particulier, si l’on associe l’une des planètes 
Vénus, la Terre avec Jupiter, Saturne, Uranus ou Neptune et encore 
lorsqu'on associe l’une de ces trois dernières planètes avec Mars. 

Dans chaque cas, les formules (8), (y), (¢) et (17) donneront une 
limite inférieure de la durée de convergence des développements; les 
valeurs des nombres V, V’, K’ qui entrent dans ces formules sont 
données par le Tableau qui se trouve à la page 76. 


A _ 
or Pe 
Les race Cr sont ae i forme a4 soe fe 2 F4 


he Ah BP + Cup Dagh + AG Bil, + we oe 
+Eh?+-. rs Rens sd 

oj ape a Ne 

h'— A,ho+ B,0 + 

l= An + 

Fes Rice SLA AE Ba he HA Bylo + yip+ à; ee 


6 


| 
RER ot Anse 0) nor le Ge CIO 


ES D ER CRE a RE PL Ru 
oe dh' 
l FT abe b+ A, l+. CAO ES CUP LA D CT ONE Me So Che wim ‘a ce ein is be See were ele ete due ? 
| 
Le SEEM DUN ote vine DORE ES Lire: 


En remplaçant A, /, ... par leurs expressions (1) dans les formules (2), 


ona 
© (AM + BP...) =( doy À + dba A,) A°+..., 
© (Arb B+...) =(— AA dA). 
ne À (Ash + RCA )=( As obo Ay) +2. 
Ah Dre dre RE Azer TT ON 


En écrivant que les deux nombres sont identiques en 4°, #, 
on aura des équations qui détermineront les coefficients A, B, €, 


be 


5707 


ll 


ob A+ db Ay, 


— db Ay — 4 As, 
db’ Ae + db, Ay, 


oe hae Wa 


Avec les valeurs initiales, pour ¢=o0, | 
S As = Yes Age A, == Ay =o. 


| Les quantités 2, » cba, D, oy, Qui entrent dans ces équations, ont été 
_ déterminées par Le Verrier. En adoptant ses notations, on a 

- m'an : ma'n! . 
DANS 1) = Fr 8 (1), | He Eee 8 (1), 


m'an ma n' 


M 8 (3) AZ (1 0)= Foor 8). 


oo es N= = 


Ces quantités vérifient la relation 


ee Sine Wee RU NET 


De la forme des termes du premier ordre dans les seconds membres | 


des équations (2), il résulte que tous les coefficients B,, C;, D;, ... sont 
| déterminés par les mêmes équations (3). 
Nous sommes done conduit à chercher l’intégrale générale des 


_ quatre équations 


a dx ‘ an brady 
Age MY + AY» Wi 1) 2) » 
53 it at DIT at de ARE a, 


3 2) on 
our nu l'inté gration, p pos 
EN sin (ge 8) L 


7 =N'sin(gt+ 8), res PES kre 


L'équation caractéristique des équations (3) est. 


g— (a+) sg + a, a’, — 4, a =0; 


ses racines sont à cs 


. 


; m! 
_$#1—0; Far Oe ae 


et l'intégrale générale des équations (4) est 


æ=Nsin(s ot+6)+p, = 2 Nsin(gt+8)— Sy, 

(5) | ' 

y =Noos(gt+B)+), y'= 2 Noos(gt+8)— 2, 
2 t 2 


En déterminant les constantes N, A, u, 5 de façon que, pour ¢ — 0, 
DE Ne SO.) 


nous obtiendrons les coefficients ANA ETAT 

Les coefficients B,, Aj, B; se déduisent des mêmes formules (5). 
Quant aux coefficients C, D,, C;, D;, ils satisfont encore aux équa- 
tions (4) et ils sont tous nuls pour ¢= 0. Donc ils sont identique- 
ment nuls. 

En faisant les calculs, nous trouvons ainsi que les coefficients des 
termes du premier ordre, dans A, 4, h’, l', sont 


A= Doig coset + oe B= sine gt, 
AE sings, B; = RS COS gt + wie 
' ; 
Ai PRET cosgt — aaa i= eae sing gt, 
A, = ae sin gt, Bs ater cos gt — a 


ee 
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et 
A’ == 22 z cos et — Oe ni oe Cows * a 
CHE 0 = ita Bia gape eine 
ag 
L À == — sin gé By= Co et 
4 di + a, ; 2 À À oi DA 
4 r 
. Nez a 7 COST 79 B= 2 sin 24 
| di + > 1 (25 3 ay 4 One 
Bes 
. hg 2 singt Bees se o yall Re 
| NT" il : Egan SR at 
. C= Die Cha Dye 0, (ÊTES MERE RER 
>. + ! 
Enfin, dans ces formules, a,, a, a’, a’, g ont les valeurs 
l 
== \(0;, I); = (1,0), g=(0 1) + (1 o) 
Melo dell). d api 
| Les coefficients des termes du deuxième ordre en 4°, 4,.. ,q’° dans 
| h,l,..., g sont identiquement nuls. En effet, les seconds membres 
, des équations (2) ne contenant pas de termes du deuxième ordre en 
7 h°, 1, ..., 9°, ces coefficients sont encore déterminés par les équa- 
tions (4) avec des valeurs initiales toutes nulles : donc ils sont identi- 
| quement nuls. 
’ Passons maintenant à la détermination des coefficients des termes 
du premier et du deuxième ordre dep, q, p', q’. 
4 ‘ dp dq dp' dq' 
c - - sont de la forme (* 
| Les expressions de “> > 79 4 t de es) 
: 
| d ; 
- = ag —qg)+ga(hk,l,...,g")+..., 
dq ! } ' 
ne te —p)+3(h, 4, ...,q') +--+ 
(6) se 
| aa (g'— I) + lbh vd) + 
dq' : 
ey (pp yeu, (hyd, «gt. 
| En remplaçant dans ces équations p, 7; p', 7’ par leurs développe- 
plag 
| (1) Annales de l'Observatoire de Paris, t. Il, p. 3. 
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or 


‘, ag’ ,on aie ae aed 
En particulier, les our iS! 


Le pi 
É 


7 | * dy ( 
eo ‘ . | <n = a 72) Re a qe “ate as a 


LE = a(n— ch) 


Avec les valeurs initiales, pour ¢ = 0 


~ 


Yi, Ya Vs = he O- FA "Ni bt 


Les igenicnoma PA RL a sont déterminés par les mémes équa- 
tions, mais leurs valeurs initiales sont différentes. 

Désignons d'une façon générale, pare, y; x,y les coefficients d’ une — 
même Si) initiale dans les expressions de p, g, p', g’. D'après la 


Bs, forme des équations (6), ces asa are x’, y’ satisfont aux 
équations 
dx dax ' 
En. i acai M LES ce 
| (7) + | "7 
4 d' | L dy! 7 EL 
i | waa à TT = aa ae). 
ee | | La solution générale de ces équations est 
LL: , . = - Ne ; | J 
L | «—Nsin(g’é+ 8), RER À, y 
, Na! | B= — (a+ a); 
Y= Nicos (eter 6), sy = — (+ B)+ p, 


de sorte qu’en tenant compte des valeurs initiales, on trouve 


LA . 
= a : cosg't + “sl 9 CE sine’t 
a+a Gy, ata, EN” 
L} t LA 
ln nine ee 1 I NZ a, ad 
V NE SRE UND t 0, = ———- cosg’¢ + ——L— 
a À a+a, a+ a, : 
b ; , 
wr /3 ne a, eon 2! À L : 3 — 7 e ; 
== -- ---—-— RE aS o 
a, a 5 j aa 3 a+ ai 8 & | 
à ; a, ~ : if ‘ + ‘ 
SG race ee = —— la COS Shap ee 
: J 1 di + ay di + a, 
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et 
i= css" lace re i= sw sin g’t, 
T= aa at sins" t, = ae -cosg't + 
N= os cosg't+ rs t= singe 
; 
DE Gag Sing" t rer cos g/t + eae 


aa == Oe) == (ira Sioa 


Les coefficients des termes du deuxième ordre satisfont encore aux 
équations (7), car il n’y a pas de termes du deuxième ordre dans les 
seconds membres des équations (6); de plus, leurs valeurs initiales 
sont nulles; donc tous ces coefficients sont identiquement nuls. 

En portant tous ces coefficients dans les développements (1) de A, 
ives ¢’, iLvient 


ata 
a alim + alt) cosgt — (a+ ah) singt + ail alt] (BM bo. 
1 
D h) cosgt +(a,R + a, ll) singt— a, hot ah] + 9,(h°, 0, ...) +... 
a 
42°) cosgt —(a,h° +a,h"®)singt- ail + a,l]+ (AO LO eo eee one 
) 
ayia 
I 
— q' o 70 of Pia, pia, DS) ASUS (hk, 4,9 yee 
=a [(g° re )cosg’t+(q° —q"®) sing 1+ aa, (a, p°+ a p"°) 3 ( ape) 
F et 
= 70 o! ¢ 192 9) sin o't| 4-——_— (a, g®+- aq") +..., 
iy ra L(@? —q)cosg! t+ (p—p°) sin g"t] Tu 190419 
0 p° REC t+(g'—q°) sin, UP ee =: (AD Gps 
ey 
pee L(q"— 4°) cosg’t+ (p® —p") sing" ila yt (a, qQ+ag")+.-- 
a+a, 


Nous allons maintenant indiquer la forme des équations qui déter- 
minent les coefficients des termes d’ordre quelconque. 
Considérons dans les développements de 4, J, 4’, U’ les coefficients 


7 La h° + a,h") cosgi + (a, + al) sin gt + a, h®— a,h’]+ 93 (h°, 0, ...)+... 


a6 oe f ‘ aS ‘a 
 Désignons- -les respectivement par L,Y, ae 0 
On aura les équations qui les déterminent en Maite nies es 
en h°® dans les deux membres des équations (2°). Pour obtenir « ces 
coefficients, on réduit respectivement h,l, ..., g' à leurs termes en hrs i, 
et h° dans les termes du eet et du troisieme ordre des équations (2). “+008 
Les coefficients de 2°, /°, ..., g'° dans les développements de:2,{l; 35 ae 
g' sont périodiques ; FIL x,y; x’, y sont donnés pals des équations de — 
la forme 


he! 


| 


ay ay—ay +> es Masa eh | | 


| a LS TER aa + Ÿ doos[(ig+ig)t+4ql, = 
(8) r “a 
ye ee ay tayy'+ D b'eos[(ig+ig)t+ql | 
dy" 


se =—a,x—a,x'+ Ÿ d'cos[(ig + Ue'\t+q). 


. . . ' . , 
En y faisant abstraction des termes compris sous le signe De ces équa- 


tions se réduisent aux équations (4) dont nous avons trouvé pour 
l'intégrale générale 


z=N sin(g et-+-8) +p, ga ON sin(gé+ 6) — a 
a, a2 


y=Neos(gt+B)+2, y= “2Neos(g¢-+8)— Sy, 
‘ 2 2 


ce qui peut encore s’écrire | 
x=Xsingt + Y cosgt +, | | | 

ER es a He | 

| | 

«a! 0 

(9) a'= = Xsingt + “Ycosgt— Sy, ' 
“ | 

= © Xeosgt+ AY singe — %, \ 


et, d’après la méthode de la variation des constantes arbitraires, l'in- 


À 
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tégration des équations (8) est ramenée à celle des équations 


aX . dY d, | | 
a Sngt+ Tr 88! + “fF > beos[(ig +i'g')t + q], 


NY à dl 
ab 8 =, Sins Dr 


dt = d'cos[(ig + g)t+ 41, 


LA 7 My 


OX sin gt + % DH cosge— LE — Fo" 00 eA 
Ga Get e ky, ONE 2 Gala slg + ts')i+ al, 


a, dX (ERAN ye a, dd - 
— —— COS LÉ — — sin ct ae = ù 1 we ol 
da dt 2 Ay dt § Ay ato d cos [(fg +21 & ye 2e q |. 


\ 


ee ee d 5 pe ; 
En éliminant entre la premiere et la troisieme de ces équations, 


dk a 48 
et + entre la deuxième et la quatrième, ona 


ax. dY 3 eo 
singl + 7 cosgt=Ÿ ccos[(ig er 2')t eq], 


dt 
dX an =; : : 
THe C9S8t er sin gt => c'cos[(tg + ig')t+ q], 


dot 
=> Heos[(ig +i g')t+q], 
(10) 


LT 5 . 
=D cos[(ig +2 9’)t+ gl], 
et ensuite, on trouve, pour déterminer A, g., des équations de la forme 


d 3 ; : 
a or cos[(ig +7 g')t+q], 
(11) 4 
dk oN x : Re: 
=> =) SICILE Tr & La gl. 
| | FHP K cosllig rie ye +9) 

En portant les intégrales des équations (io) et (11) dans les for- 
mules (g) et en déterminant convenablement les valeurs initiales, on 
aura les coefficients des termes en 2° dans les développements de 2, 
ene. 

_ On déterminerait absolument de la même façon les coefficients 
d’un autre terme quelconque du troisième ordre. 
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Après avoir déterminé les coefficients des termes du premier et du 
troisième ordre, on sera conduit, pour avoir ceux du quatrième ordre, : 
des équations de même forme que (8). Et ainsi de suite, de proche en 
proche, on pourra déterminer les coefficients des termes d'ordre quel- 


conque des développements de h, J, ..., q'. 


2 TE GOUTTES er: 
‘Cz x 4 - | | + | 


_ «x 


# 


» 
‘ 
Fr L à 


DRE ON EN PRET Le 

| PL D ÉTTEENREETTON rt 

he i eee ee 
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SUR UNE 


QUESTION D’HYDRODYNAMIQUE, 


Par M. C. SAUTREAUX, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


INTRODUCTION. 


Le problème du mouvement d’un jet fluide n’a été résolu, jusqu’à 
ce jour, que dans un petit nombre de cas. 

Dans son travail sur les mouvements discontinus des fluides, Helm- 
holtz a, pour la première fois, déterminé théoriquement la forme 
d’un jet fluide libre dans un cas particulier (Monatsberichte der Berl. 
Akad., April 1868). Sa méthode, convenablement généralisée, a con- 
duit M. Kirchhoff à la solution de la même question, dans un certain 
nombre de cas. Ces savants supposent, tous deux, que le fluide est 
incompressible, qu'aucune force extérieure n’agit sur lui, que ses 
particules n’ont pas de rotation, que le mouvement est permanent, et 
enfin que le mouvement est partout parallèle à un plan fixe. 

Nous essayerons, dans ce travail, de traiter le cas où, le fluide 
restant incompressible et le mouvement restant plan, des forces ex- 
térieures agissent sur le liquide. 

Dans les problèmes sur la chaleur, par exemple, et, en général, 
dans les problèmes de Physique mathématique, les conditions aux 
limites s'expriment par des équations linéaires, qui permettent de 
décomposer la difficulté. Ici, la condition aux limites renferme les 
carrés des dérivées partielles. C’est ce fait qui rend, sans doute, les 
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D 
‘ 


eA | problèmes sur les jets fluides fficilement aborc 


vement du liquide à l’intérieur du réservoir, en supposant connue la a 


dere [ Vorlesungen über mathematische Physik (‘); Volume LXX du 


thodes ordinaires de la Physique mathématique et q 
de progrès faits dans cet ordre de questions. — 

Les travaux principaux, publiés sur le mouvement d 
liquide qui s'écoule par un orifice, sont ceux de MM. Boussinesq À 
Kirchhoff. Le premier de ces deux savants s'occupe surtout du mou- 


DE: 
vitesse d'écoulement normale au plan de l’orifice. Le second ne consi- 


Journal de Crelle| que le mouvement dans le plan; il se sert des pro- | 
priétés de la représentation conforme d’un plan sur un plan. La con- 

naissance de ce travail étranger n’étant peut-étre pas tres répandue 

en France, nous en exposerons d’abord la méthode, avant de rendre 
compte de nos recherches personnelles. Cette partie historique con- 
stituera la première Partie de ce travail; les résultats que nous avons | | 
obtenus en constitueront la seconde. — HT L 


(1) Leçons XXI et XXII a 
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PREMIERE PARTIE. 


Les phénomènes qui accompagnent le mouvement d’un liquide qui 
s'écoule par un orifice présentent un avantage précieux, consistant en 
ce que, d’après toutes les mesures de vitesse qui ont été prises sur 
des veines liquides, l'influence des frottements y est à fort peu pres 
négligeable ('). Cette circonstance permet de substituer aux équa- 
tions générales du mouvement celles bien plus simples qui convien- 
nent aux fluides dits parfaits. Ces équations sont les suivantes 


= apo Xeep a, 

| 0 
il rite 
0 pti 
— SE =p2=pw", 


où p désigne la pression, p la densité, X, Y, Z les trois composantes 
de la force agissant sur chaque molécule et rapportée à l'unité de 
masse, uw’, v’, w’ les accélérations de la molécule considérée. w’, o, æ 


ont pour expressions 


Ta aa aye” ds: 
OV de ov ov 
(2) Bere aa ss dua On 
,_ Ow ow ow Ow 
et RL yc = 


Rappelons un théoreme qui nous permettra de simplifier encore 


eee ——— 


(1) BoussINEsQ, Essai sur la théorie des eaux courantes. 


nag ere; + Pt IN uP #54) De H À à 
ces équations. Nous en donnerons une démonstration due aM. :Bous- 
sinesq (‘). a3 


#4 


THéoRÈME. — Que le mouvement soit permanent ou non perrnanents st 


les composantes u, v. w de la vitesse moyenne locale varient à un mo- 


ment donné et à l'intérieur d’une particule fluide, de manière que les 
trois binômes différentiels 


3 dv ow dw du du av 
QE 03 oy’ Ox os dy Ox. 


y soient nuls, ces binômes différentiels seront encore nuls, à une autre 
époque quelconque, à l'endroit de l'espace où se trouverait à cette époque 
la particule, supposée animée constamment des seules vitesses transla- 
toires U, Ÿ, W. 


Il suffit, pour établir ce théorème, d’observer que la densité p étant 
constante par hypothèse, et l’expression X dx + Y dy + Zdz se trou- 
vant, par hypothèse, aussi différentielle exacte, les équations (1) 
exigent que les accélérations w’, », #’ soient les trois dérivées par- 
tielles en æ, y, s d’une même fonction et satisfassent aux conditions 


d’intégrabilité 
iy Be OR dale el, oat on 
Os Sy AILS Jr HOTTE py “dat | 


Remplaçons uw, v, w’ par leurs expressions ae calculons seule- 
ment le premier de ces binômes (4), les autres s’en CARRE par 
permutation. On a 


Lae Nat d 0 0 Ô ov du ov de ov Ow de 
(Rte te ay tae) Se) +58 SE + DE ete de 
et 
Ow! 0 0 0 0 Ow du ow av Ow Ow Ow 
= (a+ ae te tH) (SH) Oy dx dy dy + dy Os” 


(1) BoussiNESQ, Essai sur la théorie des eaux courantes. 
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d’où 


oe — Ge == (5) dv = Ow ov [Jo ow 

0s Ot PONE (ES) a (ae a) 
Ow (dv dw du dv \ 0w du dow dv 
ete oe) F1 ay = ae) (ES) 


Oz Ox 


en désignant la dérivée complete prise par rapport au temps en suivant 


1 He erp 2A à ¢ * abré- 
a particule, c’est-à-dire HP Er here nr) Qe Or abré 


ger. On tire de là 
Gi)(G-s)=(S-3 nef oo  du(dv dw 
dt]}\az dy) \dy odx/dx ds ox) dx mg) 
a hue heir Se) (5 Ao 
(a Oy "093/\0zs dy 
On obtiendrait deux équations pareilles à celle-là en partant des 
autres binômes (3). Supposons que de ces trois expressions (5), la 
première, par exemple, soit celle qui acquiert à partir de l’époque 


t=t, les valeurs absolues les plus grandes; K désignant une quantité 
finie à chaque instant, la relation (5) donnera 


d fav Ow ov Ow 
etes) 


En intégrant, à partir de ¢ —4,, on obtient 


t 
og Ow (£ me) db, ce 
0 


oz Oy on 


(9) 


0s dy 


ou (5: — ) représente la valeur initiale du binome. 
3 AWG 
Comme l’exponentielle du second membre a une valeur finie, ce 
second membre est nul, et l’on a bien à toute époque, aux endroits 
où se trouverait successivement la particule supposée animée des 


seules vitesses moyennes locales u, 9, w, 


ov Ow ow ou du ov 


(6) pein dn. Ge Oy Oa 


Remarquons que, si, à l'époque ¢ = 4, les binômes (3) étaient seu- 
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lement tres petits, ils le seraient encore, d’après la démonstration 
précédente, au bout d’un temps fini ¢ — 4,. 

C'est ce qui arrivera pour toute la masse fluide dans les écoule- 
ments par les orifices. Les molécules, un peu avant d'arriver à l'ori- 
fice, ne seront animées que de vitesses dont les composantes u, # sont 
très petites et dont la troisième w, normale au plan de Vorifice, est à 
peu près constante. Les relations (6) étant vérifiées, à ce moment, 
tout autour de chacune d’elles, ne cesseront donc pas de l’être durant 
le petit instant que ces molécules emploieront pour se rendre à l’ori- 
fice ou même à la section contractée. 

Ces relations (6) expriment que uw, 9, æ sont les dérivées partielles 
d'une même fonction ®, et l’on peut poser 


( ) FOUR ee Palin à 
7 = Oa” — Oy” aout 
He = apnea EOL de Ow 
La condition d’incompressibilité —— + — + —- =o devient 
Ox dy oz 


® sketch sls 
dz" dy? Ost” 


Si l’on porte également les valeurs (7) dans les équations (1), celles- 
ci, respectivement multipliées par dx, dy, dz, ajoutées et intégrées, 
donnent 


P ner dD\? /ob\?1 oh | 
ee e+ ale) +) + Gr = 


C désignant une simple fonction de ¢, F la fonction des forces telles 
que 


(10) X dx +Ydy+Zds—adF. 
Telles sont les équations que nous utiliserons. Dans le plan, elles 


deviennent 


AO . :1®:. 
On vl oy? = 


) JDb\? /0D\?1 ob 
o bat) @) +8 
9 ats FP 5 ay) sins —F+C, 


(8)' 


oO; 


OE 


(an) 
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avec 


(10) X dx + Ydy = dF. 


® s'appelle le potentiel des vitesses. 
Pour le mouvement permanent d’un fluide incompressible, dans le 
cas où n’agit aucune force extérieure, on aura les équations 


0; 


D ob 
Ox? Top — 


jr=e= 3 (32) =(G8)} 


où C désigne une constante et où la densité du fluide est supposée 
égale à r. 


LE 


Considérons le cas où nous avons un jet liquide qui confine à un 
espace où règne une pression p,. La surface terminale du jet doit être 
formée de lignes de courant, car la vitesse normale y est nulle et être 
en même temps surface de niveau, car la pression y est constante. La 
seconde des équations (11) montre que la vitesse doit y être partout la 


même : nous supposerons que la valeur de cette vitesse est 1. 

L’équation so D — o est satisfaite par la partie réelle comme 
par la partie imaginaire d’une fonction de la quantité complexe æ + cy. 

Posons s=x-+1y et représentons-nous une fonction analytique 
de z, que nous appellerons Z. Rappelons quelques propriétés bien 
connues d’une pareille fonction. 

En remplaçant, chaque fois que l’occasion s’en présente, &? par —1, 
on arrive à mettre Z sous la forme X + 7Y, où X et Y sont des fonctions 
réelles de x et y. 


D’après la définition de Z, on a 


OZ _ of OL _.0Z 


0x Oz" dy ‘08° 


jot _ 01 
Ox. oy’ 


or: 
OY . 


On peut prendre ces deux équations comme définition, et l’on en 
déduira que Z est une fonction de s. 
On tire de ces équations 


CR Oe OO 07 TO 
Oat Oy * de op 
et aussi | 
2X0Y OX OY _, 
dx Oc Oy dy : 


qui exprime que les lignes X = const. et les lignes Y — const. se 


coupent a angle droit. 
On trouvera un mouvement possible de fluide dans le plan quand on 
prendra pour Z une expression convenable de = et le potentiel de vi- 
tesse © égal à l’une des deux quantités X ou Y. L’autre de ces quan- 
tités a aussi une signification simple; si on l’appelle ¥, | = const. 
représente les lignes de courant. 
Nous donnons quelques exemples simples : 


Premier exemple. — Posons Z = Lz ou s =e”. Si l’on fait z= rcos0, 
Mer ON A | 


r(cos® +isin®) —eX(cosY +isinY) d’où As LT, =. 


Nous aurons donc, ou 

om Lr et be @ 
ou 

p— 0 et v= Lr. 


Dans le premier cas les lignes de courant sont des rayons issus de 
l'origine s — 0, et les lignes 9 des cercles concentriques, décrits de 
l’origine comme centre. Dans le second cas, c’est l'inverse. Dans les 


ds dti 
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. I . A 
deux cas, la vitesse est * Deux lignes de courant peuvent être chan- 


gees en parois solides, sans que le mouvement subisse de modifica- 
tion; les formules subsistent donc encore, lorsque deux des rayons 
ou deux des cercles sont des parois solides. 


Deuxième exemple. — Posons Z = L°="! 


=.” Où c, et c, sont deux 
fod ae We? 


constantes complexes 


Cia bi, C0 = Ga the, 
Soient 
LT — aj=T,c0sh,, L'— A3 = TP, c0s§,, 
Ve D= Tr; sin, J — b,=r,sin6,, 
on aura 


X=L4, Y=0,— 07. 

Prenons ¢ = X, ) = Y; comme le montre la Géométrie élémentaire, 
les lignes de courant sont des arcs de cercles qui se coupent aux points 
s=c, et z=c,. De l’un de ces points sort le fluide, il se perd dans 
l’autre. 

Les lignes 9 sont des cercles : ils ont pour diamètre la distance de 
deux points qui divisent harmoniquement l'intervalle de :—c,àz=c,. 
Deux lignes de courant, par exemple les deux parties d’une circon- 
férence divisée par ces deux points, peuvent être des parois solides. 
Sid =X, p = Y, c'est l'inverse. 


Troisième exemple. — Si l’on pose Z = arcsins ou s — sinZ, on a 
eX 4 e-¥ Pel tek 
= Sipe. ) = COS X. ) 
d’où 
x? Y° ha? hy? 


ra (e*— Gale a 


(e* + EE 
Les équations X = const., Y= const. représentent deux systèmes 
d’hyperboles et d’ellipses homofocales dont les foyers ont pour coor- 
données =+1,y=0. 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. S.14 


So 


MEN eS 


eet are 


ee, 


Par tete les ree on if lieu; 

et y considérées comme fonctions deX et de } 

toutes pareilles. | Be 
Posons À 


ax oY ox. 2 ‘ | oY 2 + x a+ LU 
NE CRE 4e 
SL OY a) = _ 9X OY OX oY 
=e) + (57) = (x) + 0x dy dy Ox 


expressions qui s’équivalent en vertu des relations (1). Par la résolu- 
tion des équations identiques 


dx OX. 0x OY | 02 OX . dx OY 


sk 02 “dN due LR OX an ote 
eo Fey QT RE DPI AA 
| = OX 0x OY Ox’ = OX dy OY 27 «118 
on obtient à 
pet wok OR TANT OX Oyo 3 ay Oa OX 


VX OM: 02 rete PAP an TORS Me Seay. 
et de la, par la considération des équations (1), 


OL OF Ox oy 


ox oY Frs Ne) # G. Q. F.. D. 


On montre aussi facilement que si Z et Z' sont deux fonctions de =, 
au sens donné plus haut, il en est de même du produit ZZ’. 


Formons la dérivée à 
(% 4M) a0 (2 2 

dk _dX+idY _\0x ‘ox dy =. Oy à Ce à 

ds dx+idy — dx + idy at iid 02: 


d’après les relations (1). Elle est done indépendante de dx et de dy et 
fonction seulement de æ et de y. C’est une fonction de =, comme on le 
voit en différentiant partiellement les équations (1). 


, 
ae 
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a re A e . . . 
THeoneMe. — St dans une portion finie du plan ay, L est une fonction 
uniforme et continue de =, c’est-à-dire si X et Y sont des fonctions uni- 


formes, continues de x et Y qui satisfont aux équations (1), - est aussi 


une fonction uniforme et continue de z dans le méme domaine. 


C'est ce qui résulte de la relation bien connue 


4 I tf 
bea * {rae 
DUT Be a Ge 


l'intégration s’étendant le long des lignes qui limitent le domaine de z 
et dans le sens positif. 


PET. 


Rappelons encore quelques propriétés de la représentation conforme 
d’un plan sur un plan. 

Considérons æ et y comme les coordonnées rectangulaires d’un 
point d’un plan, X, Y comme les coordonnées rectangulaires d’un 
point dans un autre plan. Dans les domaines qui se correspondent 
l’un à l’autre de zs et de Z, si Z est une fonction uniforme et continue 
de z, s sera aussi, d’après un théorème précédent, une fonction uni- 

. ; es ds : 

forme et continue de Z, et, d’après un autre théorème, 7 sera aussi 
‘ ; : aL : 

une fonction uniforme et continue de Z et de z. Par suite, aucune 

des deux dérivées ne sera infinie et ainsi aucune d’elles ne sera nulle. 


a7. $. eh / G 2 A # ’ 
Posons — = M(cos@ + :sin0); M, module de la dérivée considérée, 


dz 
est la grandeur positive déterminée par les équations (2). M et 9 sont 


: aL, 2 
des fonctions de æ et de y seulement, car = ne dépend pas de dx et de 
dy. L’équation posée s'écrit 
dX +idY =M(cos® +:sin0)(dx +1day), 
c’est-à-dire 
3 ( dX = M(cos 0 dx — sin 6 dy), 
(3) | dY =M(sin 0 dx + cos0 dy). 


Supposons que le plan Zet le plan s coincidentavec un plan matériel, 


L 2 —' =a De Or Oe 
: # 


* 
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‘axe des X sur l'axe des æ, l'axe des Y sur l’axe des y, et considérons 
æ, y comme les coordonnées d’un point du plan matériel dans un état 
de ce plan, X, Y comme les coordonnées du même point dans un état 
modifié du plan. Les équations (3) font connaitre le changement qu'a 
subi une partie infiniment petite du plan et montrent qu'il consiste : 
en un glissement, en une rotation dans le sens positif d’un angle 0 et 
dans une dilatation égale dans toutes les directions et dans laquelle 
toutes les dimensions linéaires sont agrandies dans le rapport de 1 à M. 
Nous en concluons qu'une partie tres petite du plan matériel est restée 
semblable à elle-même. Nous devons considérer l’altération éprouvée 
comme continue et produite de telle sorte que M ne soit ni nul, ni 
infini. 


Tnéorème. — Les parties infiniment petites correspondantes des plans z 
et Z sont semblables entre elles, et les sens positifs, relatifs à deux aires 
correspondantes simplement connexes, se correspondent. 


La première partie de ce théorème vient d’être établie. Considérons 
deux aires correspondantes f et F, M restant fini et différent de zéro, 
le sens d’un circuit positif autour de l’aire considérée, si c'est une aire 
simplement connexe, n’est pas devenu indéterminé et n’a pas été 
changé brusquement : il est donc resté le même. Laissons de côté, 
maintenant que le plan z et le plan Z coincident avec un plan ma- 
tériel : les deux propriétés indiquées dans l’énoncé n’en subsistent 
pas moins. 

De ces propriétés, on déduit facilement les conséquences suivantes. 
Deux portions finies correspondantes des deux plans ne seront pas en 
général semblables; mais elles seront représentées l’une sur l’autre 
semblablement dans leurs plus petites parties. Aux points des limites 
d’une aire répondent exclusivement les points des limites de l’autre: 
à un point de l'intérieur de l’une ne peut pas, par exemple, corres- 
pondre un point des limites de l’autre, car à un cercle infiniment petit 
dont lun est le centre doit correspondre un cercle infiniment petit 
dont l’autre est le centre. Si une des aires est complètement limitée 
par une ligne fermée, c’est-à-dire si elle est simplement connexe, 
l’autre doit être de même. A un circuit positif autour de l’une des aires 
correspond un circuit positif autour de l’autre. 


J 


ree 
te ee 
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Si Z est une fonction linéaire entière de z, Z et z sont sans restric- 
tion fonctions uniformes et continues l’une de l’autre. 

Si l’on prend pour Z la fonction non entière (4) de z, Z et z sont 
encore des fonctions uniformes l’une de l’autre, mais elles ne sont pas 
partout continues. Soit 


(4) SET ER d'où 53—— <> 

yds 
oui 85,5 Ô représentent des constantes complexes; si y + és — 0, 
Z et, si B—ÔZ— 0, = sont infinis et discontinus. Décrivons autour 
du point y + ¢z = o une ligne infiniment petite, fermée : limitons le 
domaine de z par cette ligne et par une ligne infiniment grande. Le 
domaine de Z sera limité par une ligne infiniment petite et une ligne 
infiniment grande fermées, dont la petite correspond à la grande ligne 
limite du domaine de z, et inversement. Dans les régions ainsi déli- 
mitées, Z et s seront fonctions uniformes et continues l’une de l’autre 
et nous pourrons appliquer les théorèmes précédemment établis dans 
cette hypothèse. 


TuÉORÈME. — A un cercle dans le plan = correspond un cercle dans le 


plan Z. 


Désignons la quantité imaginaire conjuguée d’une grandeur par la 
to) 3) 
même lettre affectée de l’indice zéro ; ainsi 


À — a + tb, Av =a—16. 
L’équation de tout cercle peut s’écrire 
(5) 33, + Às + A5 + B —0, 


À étant une quantité complexe et B étant réel. Cette équation équi- 
vaut, en effet, à 
w+ y?+2ax—20y + B—o. 
En substituant dans (5) à = et 3, leurs valeurs (4) en fonction de Z 
et Z,, il vient 
ZZ,+ A'Z + Ay L+B', 


B’ étant réel: ce sera donc encore l'équation d’un cerele. 
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Remarque. — Dans les relations (4) entrent trois constantes, les 
rapports des lettres «, B, y à la quatrième Ô. Ces trois constantes pour- 
ront être déterminées, en général, par des équations linéaires, de 
telle sorte que trois points du plan z, a, b, c répondent à trois 
points convenables du plan Z, A, B, C. Nous appellerons f et F les 
aires des cercles passant par a, b, c et A, B, C et qui se correspon- 
dent. Ces aires se correspondront si dans f ne se trouve pas le point 
y + 6s = 0; car f est une partie simplement connexe du domaine de = 
et il doit lui correspondre une partie simplement connexe du domaine 
de Z. Mais si le point y + 6s =o se trouve dans /, fet F ne se cor- 
respondent pas; seulement chacune de ces aires correspond à l'aire 
complémentaire de l’autre, si nous désignons comme aire complé- 
mentaire de f la partie du domaine de z qui subsiste à l’exclusion 
de f; on doit alors de la surface / exclure une partie infiniment pe- 
tite qui comprend le point y +¢s =o, pour former à son extérieur 
le domaine de 3; les limites de cette partie infiniment petite répon- 
dent à une ligne fermée infiniment grande du plan Z. 

Il est clair que ces conclusions sont encore valables lorsque f et F 
sont deux parties simplement connexes, formées n’importe comment, 
des plans z et Z, dont les limites se correspondent mutuellement. On 
décide tres facilement, à l’aide des considérations suivantes, si les 
surfaces se correspondent à elles-mêmes ou à leurs surfaces complé- 
mentaires. Dans le cas où le point y+ à: =o est dans f, on trans- 
forme par une coupure la surface doublement connexe que forme f à 
l'exclusion d’une partie infiniment petite contenant le point ÿ+ôz=0 
en une surface simplement connexe, et l’on trace la coupure corres- 
pondante dans la surface complémentaire de F. D’après un théorème 
précédent, si l’on appelle a, A, 6, B, c, C les points correspondants 
des lignes limites de fet F, on voit que ces surfaces se correspondent 
à elles-mêmes si les circuits abca, ABCA autour d’elles sont de même 
signe; dans le cas contraire, les surfaces f et F répondent à leurs com- 
plémentaires. 

Les circonférences qui passent par deux points a, b du plan s cor- 
respondent à des circonférences qui passent par les points correspon- 
dants A, B dans le plan Z, et elles se coupent sous les mêmes angles, car 
l’un des plans est représenté sur l’autre semblablement dans les plus 


tN 
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petites parties. Si le point B va à l’infini, les cercles menés par A se- 
ront des droites. Nous appellerons croissant (eine Sichel) une surface 
qui est limitée par deux arcs de cercle, et la surface dans laquelle se 
transforme un croissant, quand l’un des sommets va à l'infini, un 
secteur. Les équations (4) permettent de représenter un croissant du 
plan = sur un croissant de même angle du plan Z, de telle sorte qu'aux 
sommets de l’un a, b correspondent les deux sommets A, B de l’autre 


et en plus que deux points choisis convenablement sur les contours 


cet C se correspondent, en supposant que les points c et C sont choisis 
de telle sorte que les circuits autour des croissants, abca et ABCA, 
soient de même signe. Un cas spécial de cette représentation est la 
representation d’un croissant sur un secteur de méme angle. 


LV: 


Nous avons admis, dans le précédent paragraphe, que Z et = sont 
des fonctions uniformes l’une de l’autre dans tout le plan. Supposons 
maintenant que, entre ces deux variables, il existe une relation en 
vertu de laquelle Z et z soient des fonctions en général continues, mais 
non uniformes l’une de l’autre; seulement ces fonctions se comporte- 
ront, lorsque les deux domaines seront convenablement limités, 
comme des fonctions uniformes, c’est-à-dire que, à chaque point du 
domaine z correspondra un point du domaine de Z et réciproque- 
ment. 

Soit z, un point du plan z. Si à ce point correspondent plusieurs 
valeurs de Z, choisissons l’une d’elles Z,. Faisons répondre aux points 
du voisinage de 3, les points du voisinage de Z,. A un domaine sutfi- 
samment petit de z, qui contient le point z,, correspondra un domaine 
de Z, semblable dans ses plus petites parties, qui contient le point Z,, 
comme si nous avions affaire à des fonctions uniformes dans tout le 
plan. Le rapport des dimensions infiniment petites correspondantes 


Ate ee en FU a Ao ont 
est, en général, déterminé par le module de ==: Elargissons mainte- 
nant graduellement les bornes des deux domaines en évitant les points 


ou ete est nul ou infini. Si le domaine de s ne renferme aucun point 
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pour lequel ae soit nul ou infini, si il est limité par une ligne fermée 


ne se coupant pas, et si la ligne correspondante du plan Z ne se coupe 
pas, cette ligne limite un domaine de Z qui répond d'une maniere 
univoque au domaine de s; Z et z sont donc dans ces domaines des 
fonctions uniformes l’une de l'autre; les limites du domaine de = 


peuvent être poussées infiniment pres des points pour lesquels — 


est nul; dans le sens indiqué par là, on peut dire que de tels points 
se trouvent sur la limite du domaine. 

Citons maintenant quelques représentations conformes dont nous 
aurons à faire usage. | 

1° Posons Z = 3"(1), où n représente une constante réelle. Soient 


X—R cosO, ez 40080; 

Y—Rsin 06, y =rsin0s 
d'où 

RTE 0 = n0. 
Au cercle r —const. répond un cercle R=const.; à la droite 

0 = const., la droite @ = const. Supposons que le domaine de 3 soit 
limité par deux cercles r= const. et deux droites 0 = const.; alors les 
limites du domaine de Z seront deux cercles R= const. et deux droites 
© = const. Des cercles, les plus petits peuvent être infiniment petits; 
les plus grands, infiniment grands; les deux domaines sont alors des 
secteurs d’angles inégaux. Soient A et « leurs angles, on aura 


A=na. 


s et Z se correspondent d’une façon univoque si aucun des angles 


a et A n'est supérieur à 27. Alors = =7nsz"' sera nul ou infini pour 


3 — 0, suivant que l’on auran >10un<1. 

2° Nous allons maintenant déduire de la comment un croissant peut 
être représenté sur un autre d’angle différent de telle sorte que les 
sommets se correspondent ainsi que deux points convenablement 
choisis du pourtour. D'ailleurs il est supposé (et dans les cas sem- 
blables, nous le supposerons sans le dire) que les points du pourtour 
qui doivent se correspondre sont choisis de telle sorte que les circuits 


. 
ET 
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correspondants autour des surfaces dont on parle soient de même 
signe. En outre de (1), posons 
Ae 1 

(2) sk et KT 

Par la les deux secteurs qui doivent de nouveau représenter les do- 
maines de = et de Z deviendront deux croissants d’angles « et A dans 
le plan de z’ et dans celui de Z’; leurs sommets seront les points =c,, 
B= C3, L'= C,, Z’=(,. Les constantes complexes & et K peuvent être 
déterminées de sorte que deux points correspondants convenables de 
l'enveloppe des secteurs répondent à deux points convenablement 
choisis sur l’enveloppe des croissants. Si l’on élimine = et Z entre les 


équations (1) et (2) et si l’on pose N = a on obtient 


Z'—C s'— c,\* 
(3) No =(=—") > 
= Gs ma C9 
équation par laquelle les croissants sont représentés l’un sur l’autre 
de telle sorte que les sommets se correspondent ainsi que les points 
qui ont été convenablement choisis sur leurs contours. Aux sommets, 


iF 
= est nul ou infini, suivant que l’on a A > « ou A «. 


3° Nous allons montrer maintenant comment deux croissants 
d’angles différents peuvent être représentés l’un sur l’autre de telle 
sorte que, à trois points convenables du contour de l’un correspondent 
trois points convenables du contour de l’autre. Nous supposerons que 
le croissant dans le plan Z’, auquel se rapporte l'équation (3), est un 
cercle entier, de telle sorte que À = 7. Par suite, deux points de la 
circonférence peuvent être envisagés comme des sommets. En suppri- 
mant, d’ailleurs, les accents de z’ et de Z’, la relation (3) peut s écrire 


1a 


Z—C,  (z—¢,\% 
(4) Noo = (+) 


Si l’on détermine les constantes N, C,, C, dans cette équation de 
telle sorte que trois points convenables du contour du croissant dans 
le plan z correspondent a trois points choisis dans le plan Z, ce crois- 
sant sera représenté sur la surface du cercle dont la circonférence 
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passe par ces trois points. Prenons maintenant une troisième va- 
riable z’, et imaginons dans le plan =’ un croissant dont les sommets 
sont les points z'—c', 5’= c, et dont l’angle est «’; nous poserons 


wv 
i Z—(C' CRAN 
(5) Nid re 


et nous déterminerons les constantes N’, C', C’, de sorte que trois 
points convenables du contour de ce croissant correspondent à ces 
points du plan Z, qui ont été amenés par la considération du premier 
croissant dans le plan s. Les deux croissants sont donc ainsi repré- 
sentés sur le même cercle l’un sur l’autre et de telle sorte que trois 
points pris arbitrairement sur le contour de l’un répondent à trois 
points pris sur le contour de l’autre. L’équation entre = etz', qui permet 
cette transformation, s'obtient en éliminant Z entre (4) et (5); une 
des quantités 
wT wT 


= ¢,\% s'— c'\% 
s—aÿ, (fée 
& re _ ; ee cy 
sera une fraction du premier degré de l’autre; les trois constantes qui 


entrent dans cette fraction seront déterminées par les trois couples de 
points qui doivent se correspondre. 

4° Nous aurons à utiliser le cas où l’un des deux croissants se trans- 
forme en une bande limitée par deux droites parallèles : nous allons 


Vexaminer. Nous supposerons que 


— C,= Cg— m( cosy +isiny); 


m représente donc la demi-distance des sommets du croissant imaginé 


a» 
< 


oe 
4 

<f \ 
ak 


oy 
Lam 


4. 


dans le plans, y l'angle que forme la ligne qui joint les sommets avec 
axe des a. Soient de plus 2u et 26 les grandeurs des angles qui 
+ 


dés»: 
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limitent le croissant, en unités trigonométriques, de telle sorte que 
°—u—a; enfin soit b la fléche du croissant (fig. 1), c’est-à-dire la 
distance des points de rencontre de son contour avec la ligne des 
centres des cercles dont une partie limite le croissant. On a, par les 
considérations de simple géométrie, 


(2 (72 
(7) | bas in lang > —tang— . 


Le croissant se transforme en une bande de l'espèce indiquée, si l’on 
prend m infiniment grand, ¢ et wu et par suite « infiniment petits; la 
flèche ou largeur de la bande sera, d’après la relation (7), 


m 
DEEE, 
2 


et y est l’angle que fait la direction longitudinale de la bande avec 
l'axe des x. Désignons encore la commune valeur infiniment grande 


TH 
3 — C1 \* A : 
de — c, et c, par c. Nous obtenons pour ( ==) ; dont l’expression ne 


2 


diffère de la première, qui a été donnée dans (6), que par le facteur 


constant (— 1)”, 


Li z 7 
a—¢,\% 3\% aint \* 
(=) =(1#25) =(1+2 a2) 
Ca — 3 G 1 (OC 
Sia tend vers zéro et si «c reste constant, il vient, d’après la limite de 
NP. é 5 
(: + 2) » pour p infini, 


Tw 


1 3 — Ci œ are = (cos y—isiny) 
im Sate eee ; 
(8) (; 


La seconde expression (6) sera donc une fraction du premier degré de 


= (cos Y —isiny) 


Tels sont les résultats que nous allons appliquer dans les para- 
graphes suivants. | 


4 cs v 
: 4, + N Æ 


Revenons à l'étude d’un liquide placé dans les conditions indiquées 7 
au commencement du § If. Nous supposerons que le potentiel de” = 
vitesse © ne dépend que des deux coordonnées æ et y, et nous pose- 
rons z—=æ+iy, w —=®+i%. Nous chercherons à déterminer æ en — #4 
fonction de 3. Nous aurons à nous servir de ce que Ÿ = constante est : 


l'équation des lignes de courant. : 
Pour la vitesse, nous pourrons en trouver une expression par les 
considérations suivantes. cauF 4 n 
Ona 
dw __d9 , dv _ 09 __.d9 
(1) | s AE = aa +i — —jp—, 


Or ~~ Ox dy 


Posons 


dz é vere 
(3) de =o HE tin = p(cosd + isin6), 


et considérons & et n comme les coordonnées rectangulaires d’un point 
dans un plan, que nous appellerons le plan ¢; l'axe des & sera paral- 
lele à Paxe des a, et l’axe des n à celui des y. En comparant les éga- 
lités (2) et(3),on a 


G=E + ins p(cosé + isin?) = 


d’où 


P= ÿ> tang0 = —~~. 


On voit que, lorsqu'on mène une droite du point { =o au point €, sa 
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longueur, c’est-à-dire 9, est l'inverse de la vitesse et sa direction est 
la direction du mouvement au point z. | 

Pour trouver le mouvement d’un fluide de l’espèce dont on parle, 
considérons ¢ et Ÿ comme les coordonnées rectangulaires d’un point 
sur un plan, que nous appellerons le plan #; faisons sur les domaines 
de w et € les hypothèses appropriées; cherchons la relation entre iv 
et ¢ par laquelle ces deux domaines seront représentés l’un sur l’autre 
semblablement dans leurs plus petites parties, et déterminons = en 

fonction de w et de € à l’aide de la relation (3). Le domaine de s, qui 
correspond aux domaines de w et de €, détermine l’espace rempli du 
fluide en mouvement. 

Les limites de l’espace rempli du liquide considéré en mouvement, 
ou, comme nous dirons plutôt, les limites du domaine de z, se com- 
posent de trois parties d'espèces différentes. Une partie est constituée: 
par des lignes à travers lesquelles coule le liquide pour entrer ou 
pour sortir; une seconde, par les parois solides : pour celles-là on a 
ÿ — const.; la troisième, enfin, est formée par les surfaces le long des- 
quelles le liquide en mouvement est en contact avec le liquide au repos 
ou avec l’espace à la pression p,; nous les appellerons les surfaces 
libres ; pour elles on a, à la fois, ) = const. et o =1. 


AA 


Comme domaine de #, prenons une bande dont les limites ont pour 
équations 


où Ÿ, et & sont deux constantes déterminées. Comme domaine de € 
prenons un croissant dont une limite est formée par le cercle p=ret 
pour lequel l’intérieur est où l’on ap => 1. D’après les considérations 
vues plus haut, nous pouvons établir une liaison entre w et ¢ telle que 
l’un de ces domaines soit. représenté sur l’autre; cette liaison déter- 
mine æ et C comme fonctions uniformes l’une de l’autre à l’intérieur 
de ces domaines. D'ailleurs trois points du contour de l’un peuvent 
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correspondre à trois points arbitraires de l’autre. Nous supposerons 


que l’on a 
¢—¢, pourg=—o, ¢= pour p—+ ox. 


Nous prendrons le point Ce (fig. 2) sur le cercle ep = 1, le point ¢, 
sur le second cercle qui sert de limite au domaine de €. Sans déter- 


74 
x% 
#3 
2 


miner le troisième couple de points correspondants et sans entrer plus 
avant dans la relation entre æ et €, on aperçoit déjà le caractère du 
domaine de s et du mouvement du fluide correspondant aux hypo- 
thèses faites. 


Fig. 2. 


De l’équation établie précédemment, 2 = €, on déduit s Ye dw. 
Il résulte d’abord de cette équation que le domaine de z s’étend à l’in- 
fini, car le domaine de æ a cette propriété et € ne s’évanouit nulle 
part. Soitz, le point du plan = pour lequel 9 = — + et z, le point pour 
lequel 9 = +, de telle sorte que les points z, et 3, qui sont à l'infini 
répondent aux points €, et ¢,. Nous représenterons par p, et p, la gran- 
deur et la direction des droites menées du point € = o aux points &, 
et ¢,; la grandeur de p, est 1; en z, et dans en primitif la 


direction du mouvement est celle de p,, la vitesse est = en s, et dans 
l éloignement final, la direction du mouvement est celle de Pas la vi- 
tesse est 1. Partout le domaine de = est une représentation conforme de 
I 

celui de # où toutes les longueurs sont augmentées dans le rapport -- 
Près de z,, 6 est donc la largeur du courant; près de s, cette largeur 
est p,0. Près de =, les limites du domaine doivent être des parois so- 
lides, pres de s, des surfaces libres. 

Les surfaces libres correspondent à la partie du domaine de € li- 
mitée par le cercle ge =1. Soient ¢, et C, les sommets du croissant qui 
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représente le domaine €, =, et s, les points correspondants dans je 
domaine z; chacun de ces deux points représente la fin d’une paroi 
solide et le commencement d’une surface libre. La fig. 2 représente 
les domaines de w, € et , dont on parle. Les lignes fortes corres- 
pondent aux parois solides, les lignes faibles aux surfaces libres; ces 
dernières, dans le domaine z, donnent la figure du jet qui sort du ré- 
servoir, figure qui est déterminée par les premières. 

Avant de passer à des exemples, traitons un autre cas, qui nous 
conduira au problème résolu par Helmholtz. 

Limitons le domaine de æ par les lignes 


v=o, 9——@, 
P= b+ b, C= = 2; 


comme précédemment. Nous prendrons, par exemple, 


Quant au domaine de €, limitons-le : 1° par un arc de cercle décrit du 
point C= o comme centre avec le rayon 1, de longueur « et pour les 
extrémités duquel € prend les valeurs €, et €,; 2° par les prolonge- 
ments des rayons menés à ces points; 3° par un cercle concentrique 
au premier et de rayon infiniment grand. 

Représentons ce domaine de € sur un domaine de la variable Z li- 
mité par un demi-cercle de rayon 1, les prolongements des rayons 
aboutissant aux extrémités de ce demi-cercle et par un cercle concen- 
trique infiniment grand. Cette représentation est obtenue (§ IV, 1°) 
par la formule 


(1) PE 


Les valeurs que Z prend pour € —£, et ¢ = ¢,, nous les appellerons 
Z, et Z,, de telle sorte que - 


8Ia 


T 
ruse ge AO 
Ls er is ? LUS (de 


C9 


Il s’agit maintenant de représenter ce domaine Z sur la bande for- 
mant le domaine #. Utilisons les résultats du § IV (3° et 4°). Nous 
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devons écrire qu’il existe entre les binômes (6) de ce paragraphe 
une relation linéaire, en remarquant que l’un de ces binômes 
est devenu, d’après la formule (8) du même paragraphe, une expo- 


x T : : +7: sa 
nentielle, et que l’exposant = du premier de ces binômes est 2 1c1, 
puisque l'angle « du croissant, formé par le demi-cercle et son dia- 


x T + é : 
mètre, est = On obtient ainsi la formule 


Z — Z;\° ew—C 
(2) (F=f) = 


Eliminons Z entre ces formules (1) et (2), nous aurons 


my? 

Ce = Co ‘= ev Ci 
(5) a = | F0 

ex 


Telle est la formule qui permettra de représenter le domaine w sur le 
domaine €. 

Donnons-nous deux points des limites des domaines de € et de w 
comme se répondant. Soient €, et €, (fig. 3) les points des limites du 


Fig. 3. 
Ww, ; & ~1 
12277 > $2 = 24 Ss 
PEG 1e Va és 


domaine de © répondant aux points 9 = — +, 9 = + % du domaine 
de æ : nous prendrons €, à l'infini, €, sur le cercle de rayon 1. Les 
constantes K, C et C sont déterminées. La fig. 3 montre les domaines 
correspondants. Les parties du domaine de z pour lesquelles 9 = — x 
où © — + sont à l'infini; les parois solides sont droites dans toute 
leur étendue et ont les directions de p, ou p,; le jet a, à l'infini, la di- 
rection de p, et la largeur + de la bande w. 
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1° Considérons un exemple du cas que nous venons de traiter en 
dernier lieu. 

Prenons « = 2%, €, = C, — à, C= as et pour w=o soit C =i et 
2 — 0: 

Les domaines de w, ¢ et z sont représentés dans la fig. 4. L’équa- 
tion (3) du paragraphe précédent renferme alors Vt, et VZ,. 


Mais ces deux racines carrées ne sont pas égales, quoique &, et&, 
le soient : elles sont de signes contraires, puisque l’une doit se changer 
en l’autre quand le point € se déplace sur un chemin situé dans son 
domaine et allant de €, à ¢, ou inversement. De la, et des conditions 


pour ¢9=—o, C60 
D O=+, É—— 1, 
DR 0) C4, 


il vient, pour la relation indiquée, 


(DE 
G— Vraie "—i— 0. 


L'équation aux carrés des racines de celle-là, qui donnera les valeurs 
de €, est 


ou 


iC hote EL) 10, 
d’où ee 
6 =i(2e-2”— 1+ 2e "Ve ge 
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Wh 


Le Done du radical est déterminé 


infini et non pas nul. 
On aura 


s i[e- + Woe Let hones —1 Fee VERE D 


ou 


où le logarithme s’évanouit pour # = 0. 


Discussion. — Sif —oete<o,ona 
Mr—=0 y ——[e-2?+ o—I+e? e-7? — 7 —Le=? + Vve?—1)], 


équations qui représentent Oy’. 
Si © a une valeur constante infiniment grande, négative, et si ÿ 
croit de o à T, On à 


3 
æ—=—2e #sin24 +24, 7 =— 2e ?cos2ÿ — 29+ > +La. 
Sid= 7, 9 < 0, on trouve > 
mor, yo—[e*+o—i+ ete? —1— L(e-v+ye-#w—:)]. 


Ces équations représentent la seconde paroi solide, qui se trouve 


ainsi être à la distance 27 de la première. La largeur du jet est d’ail- 


, \ x . ms . J 
leurs égale 47 à l'infini : la contraction est done =- 


On en déduirait également les surfaces libres (vorr Il° Partie, § VIT). 

Ce cas d’un jet fluide est le premier qui ait été traité mathéma- 
tiquement par Helmholtz (Monatsberichte der Berliner Akademie, 
April 1868). 

Si l’on donne, sans apporter de changement aux hypotheses faites, 
au point €, une autre position que celle qui lui est donnée dans la 
Jig. 4 sur le cercle  =1, on obtient les limites du domaine z qui sont 
représentées sur la fig. 5. Ces limites se coupent : un mouvement 
correspondant du fluide est impossible, à moins de réflexion sur les 
parois. © 

2° Prenons un n exemple du premier cas. Des deux cercles qui limi- 
tent le domaine de €, supposons que l’un, celui pour lequel 9 = 1 soit 


' 


o ne dans ce cas, Wes domaine w, ete z; sur cette 


2 | © + f(E—1\?_ Le"—cC 
it) | ES ie Es - À | + 


D. i Cest mention (3) du précédent paragraphe, pour « = +. On a pour 
2 … déterminer les trois constantes C, C et K, d après les hypothèses 
déjà faites, | 


W\ 


ia AN pour¢=—in, p—— (6, correspond ainsi à #1), 
os “~~. pour é ——4, D — + co (£ correspond ainsi à #2). 
Nous y ajouterons la troisième condition 


__ …_  pouré=r, w—o (6, correspond ainsi à o ou w). 


On aura done 


‘PAR ARER Cr Né ae ce x Le 
as on . 3 pe Vem" — 1) dw, 


Fak: où la limite inférieure de l'intégrale peut être choisie arbitrairement 
a el peut être prise égale à zéro; le point s =o répond alors au point | 


“> ¢ =1; il est d’ailleurs aussi désigné par z,. En intégrant, on a — ale 
(3) =i Si ane ie = 
| PE où l’arctang s’annule pour æ =o. On peut écrire cette équation 2 ‘ “4 
N k ë | s=r+iy=1—e-?(cosh —isiny) — Ve#(cosab—isinay)—1 
MAR, 4 © +arctange-#(cos2® — isinap)—1. 


Premier cas. — Quand Ÿ = 0 et que @ varie entre o et — +, ona 
AR | xw=1—e-?¥— Ve “WH + aretangye- *P__ 1, 
‘ vi PE 0, 


où le radical doit être pris positivement, l’arctang étant dans le pre- 
mier quadrant. Ces équations représentent la partie négative de l'axe 
des x; c’est une paroi solide. Pour 9 = — æ, d — 0, on a 7 


T 
= RE CM == 0s 


Supposons que 9 ayant une valeur très grande, négative, Ÿ croisse 
deoart, ona 


T 
Ge T—1— 26% cosy + ee y =2eTPsintY, \ 
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en utilisant cette propriété que f raw ne change pas de valeur 


quand le point w se meut sur une ligne tout entière à l'infini. Ces 
équations représentent un demi-cercle dont le centre a pour abscisse 


; Te , 
1 + = et pour ordonnée o. 


Deuxième cas. — Pour Ÿ =, © compris entre o et —+, on a, en 


prenant la seconde détermination de l’intégrale, 


2 —I1+ 6-94 Ve? —1 + 7 — arctangy/e? — 1, 
ys 


Ces équations représentent la partie de l’axe des x entre le point 
L=2+T etx =o; c'est aussi une paroi solide. Pour) — +, © — 0 


: d , : : 
et aussi pour Ÿ = 0, 9 = 0, = est infini; æ =o et w= 77 sont les 


-euls points dans les limites du domaine de æ pour lesquels cela se 
produise:lepointa = 2 + 7, y=o est celui qui est représenté par 3,. 


Troisième cas. — Quand | = + et que ¢ est positif, le radical Ve-??—1 
devient imaginaire; les valeurs de x et de y changent notablement 
lorsque 9 passe par zéro. 

On a 

: t, I+u 
arctangiu = - L_—_,, 
2 1 CL 
d’où 
CM C=? UT, 
——-— I, 1+V1—e—?? 
= Vi— er? — L RER 
2 j—V1—e-? 


C’est une limite libre du jet; en particulier, pour ) = = eto = +, 


on à 
CSI Tt, y=i—L2—9. 


Si l’on donne à 9 une valeur constante, très grande, positive, et si ¥ 


‘décroit de rt à o, on trouve 


æ—1+4, y=i—L2—9. 


Ces équations représentent une parallèle à l’axe des æ, de longueur = 


‘ 


Quatrième cas. — Si p= = 0 et Pr 0, ona 


Ae ease À 


— I tee ee 
J=VIiT—E dre 


1 Vie 


La ligne ainsi représentée est la seconde limite libre du jet. En éli- | 


minant 9, on trouve 


Met pose, 
TAREE a ey ee 


Faisons une remarque qui s’appliquera au cas général correspon- 
dant a la fig. 2. 

Aux points z, et z,, les lignes de courant qui passent par ces points 
ont des tangentes déterminées : ce sont les parallèles aux lignes p, et 
2 du plan €. Mais z, et z, sont des points singuliers et certainement 
les seuls que ces lignes de courant possèdent, comme cela résulte de 
ce que partout la tangente est parallèle à la ligne g, en supposant, 
comme dans la figure, av on ne puisse mener aucune tangente du 
“potintaeiailare CCC 
Cherchons les rayons à courbure en z, et en z,. 

Soit dl un élément d’une ligne de courant et dg l'accroissement 


que subit sur elle le potentiel de vitesse, comme = est la vitesse, on a 
d ’ 
a = = ou dl = p do. 

Si 9 est angle défini au § V, on a pour le rayon de courbure l’ex- 
. = pdg 
pression 7 EST 2. Comme on est sur une ligne de courant, Ÿ = const. et 


l’on peut sana dw à la place de dg, il vient 


‘> 
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Introduisons d€ à la place de d0. On a 


Cpe; 
dot 
LE = Lo +50, 
d’où 
C 
ee es + i db. 


Si, comme nous l'avons supposé, d/ appartient à la surface libre 
divjet,. c= 71, d'où 
.dé 


dp =o et oe? 


ce qui donne, pour le rayon de courbure, 


: 


dw 
ae 


Si le point z vient en =, ou en z,, le point € s’approche indéfiniment 


du point €, ou du point €,, de telle sorte que a devient infiniment 


petit, en supposant que l’angle au sommet du croissant qui représente 
le domaine ¢ soit inférieur à x, puisque les parties correspondantes 
des domaines de ¢ ou w, pour lesquelles € diffère infiniment peu 
de €, ou de €,, doivent être considérées comme parties de secteurs qui 
sont représentées l’une sur l’autre par la relation qui existe entre € 
et æ. 11 suit de là que les rayons de courbure considérés sont infini- 
ment petits. 

Si dl appartient à une paroi solide, on n’a pas do =o. Par la diffé- 
rentiation de l’équation entre p et 4 qui représente le deuxième 
cercle qui limite le domaine de €, on obtient une relation entre do 
et dd, de laquelle on tirera d en fonction de d¢, à moins que le 
deuxième cercle ne devienne une droite, dans lequel cas son équation 
est 0 — const., d’où dû = o. En général, on obtient ainsi, ici aussi, une 


: . : dw 
expression pour le rayon de courbure qui contient © facteur et 


qui, par suite, s’évanouit quand le point s vient en z, ou en z,. Dans le 
cas exceptionnel indiqué cependant le rayon de courbure est infini et 
passe de l'infini à zéro quand le point arrive en z, ou en z;. 
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VIII. 


M. Kirchhoff donne encore les exemples suivants : 
1° Supposons le domaine de w limité par les lignes 


v= ) p —— 0, 
Ÿ 


) D — + ©, 


et par les deux côtés de la ligne pour laquelle Ÿ — 0, 9 > 0 (fig. 7). 


Fig. 7. 
Ÿ 


Le domaine qui se déduit du précédent, quand on ne compte pas 
la ligne ) = 0, 9 > o comme appartenant aux limites, est représenté 
sur un cercle dans le plan Z par la relation 


1+Z 
wie 
(1) e = 72 
et de telle sorte que : 
pour ®—— 0, on à Z=—1, 
» Q9=+%, » L=-+1, 
» este, » LT: 
2 


Le rayon du cercle est par suite 1, son centre est le point Z = 0, et 
répond au point æ = o. Si Ÿ = 0, 9 > 0, Zest réel et plus petit que 1; 
à la ligne Ÿ — 0,9 > o répond le rayon qui va du point Z=o au 
point Z—+1. Par l'équation (1) le domaine de æ considéré sera 
donc représenté sur un domaine de Z, qui est limité par le cerele 
indiqué et par les deux côtés du rayon indiqué. Ce domaine, à son 


À Page 
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tour, sera représenté par la relation 
(2) Z —7" 


sur un demi-cercle de rayon 1 dans le plan Z’, c’est-à-dire sur un crois- 
(TT: . 
sant d'angle — et pour les sommets duquel on aura Z’= + 1. En éli- 


minant Z entre (1) et (2), on a la formule 


(3) ss p72 


2 


qui représente sur ce demi-cercle le domaine w. Et ce domaine w 
pourra, par suite, être représenté sur tout autre croissant, et de telle 
sorte que trois points de son contour répondent à trois points de l’autre 
contour. 

Comme limites du domaine de ¢ nous prendrons ce demi-cerele de 
rayon t et un cercle de rayon infini et nous supposerons que si ¢,, 
Co» Cs sont trois points du demi-cercle, 


pour 9=— oa, Oma AR 
pee Do, ? —+ 0, » C—6, 
» v>o, D — +00, » CIC: 


Le caractère du domaine de z se laisse déterminer facilement d’une 
manière générale. La fig. 8 montre les domaines de w, € et z. 


Fig. 8. 


De l'infini vient un jet, qui y a la largeur 7, la vitesse 1 et la direc- 
. oe . To 
tion 9,; vers l’infini se dirigent deux courants qui y ont la largeur =; la 


vitesse 1, les directions 6, et p;. La paroi solide est située tout entière 
à distance finie, elle est droite; sur elle est un point répondant aw = 0 
où la vitesse est nulle et une ligne de courant s’y divise en deux. 
2° Étudions plus complètement un cas particulier de ce qui précède. 
Supposons les limites du domaine { comme dans la fig. 8. Suppo- 
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» 


; | ia ee 
sons que le domaine de C2 i 
côtés de la ligne ) = Fe 9 > 0. 


pour w=, 
» HET, 


La dernière condition peut être ns car le point æ—1 cest deux 
fois sur la limite du domaine w, et par suite doit correspondre à à deux | 


points sur la limite du domaine €. ' 4 : 


La relation entre æ et €, par laquelle les domaines des deux va- 
riables sont représentés l’un sur l’autre, conformément à ces hypo- 


thèses, se trouve de la façon suivante. Le domaine æ sera représenté 


sur la moitié du plan des Z par 
(4) 2 ET A 


de sorte que : | 
pour woo ona 


#8 


Vf 
» wort » PE. 


Ce domaine de Z est un cercle de rayon infiniment grand; le crois- 
sant, que le domaine de € forme, sera représenté sur celui-ci par 


iS eee ys 
(5) à Ga eee: 


de telle sorte que : 


t 


pour ¢=—7Zz ona 2 ==, 
» CET » Z=+1, 


GS me) =), 


De la on tire la relation entre € et w 


aja! SRE 
ve Ge Ve : 
On en déduit 


(7) a Se ae 
Vw 

et 

(8) | : E= + ns 


——— ns 
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Le signe du second radical est déterminé par l'hypothèse que 
—— 1 a lieu pour w=», celui du premier par la condition que pour 
w=o C doit être infini et non pas nul, car dans le domaine de C il 
n’y a aucune valeur de © dont le module soit inférieur à 1. Supposons 


encore que z et w s’évanouissent en même temps; de (8) on tire 
t 5 — I = 
(9) 2 = 2V/w + w He arc sin/w. 


\ 9 Q . . ae , 
ou l’are sinus est nul pour =o. Pour la paroi solide, Vw est réel et 
varie de — 1 à +1; pour la paroi on a également y =o et æ compris 


Tv 
entre — 2——et2+ =. 
2 


La fig. 9 représente, pour le cas présent, les domaines de #, € et z. 


Fig. 9. 


Un courant de largeur infinie, qui à l’infini a la vitesse 1 et la di- 
rection Oy’, rencontre une paroi de largeur 4 +7, qui est perpendi- 
culaire à l’axe des y; sur les limites libres qui partent des limites de 
Ja paroi, ce courant touche un liquide au repos. 


1 
Considérons la pression que supporte la paroi solide placée dans le 


liquide que l’on vient d'étudier. La pression p en un point quelconque 
du fluide en mouvement est donnée par l’équation 


(1) DE : RER? (3) | 


ou 


Dans le liquide au repos, p est une constante qui peut se représenter 
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par Cy. Aux limites libres des liquides au repos et en mouvement la 
pression est sur les deux côtés la même et p = 1, donc 


Co=C— 3%, 


d’où 


Soit dl un élément d’une paroi qui, d’un côté, est en contact avec le 
liquide en mouvement et, de l’autre, avec le liquide au repos. L’excés 
de la pression qui s’exerce du premier côté sur celle qui s'exerce sur 
le second, ou, comme nous dirons pour abréger, la pression que l’é- 


lément d/ supporte, est 
I 1 
2 (: . = dl. 


Pour déterminer à l’aide de cette expression la pression que supporte 
une partie finie de la paroi, il est bon d'introduire # comme variable 
d'intégration. Or dl = p do, ou comme, pour la paroi, | est constant, 
dl = p dw; do et dw comme d{ doivent être pris positifs. La pression 
que supporte l’élément d/ est donc 


I 1 
AES ac 


Supposons la paroi droite et parallèle à l’axe des a. Alors € est réelle 


et l’on a 
AR ee 


où le signe est déterminé par la condition que ¢ est positif. La pression 
que supporte la paroi totale est donc 


fai) 


où l'intégration doit être étendue à la paroi et le signe est à choisir de 
telle sorte que tous les éléments de l'intégrale soient positifs. 
Dans le cas de la fig. 9, on a de plus 


I I ay. I ; 
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or le long de la paroi w varie de — 1 à +1; la pression que la paroi 
supporte est donc, dans ce cas, égale az. 


X. 


Débarrassons-nous enfin de quelques hypothèses que nous avons 
faites dans ce qui précède pour abréger les formules. 
Si l’on écrit dans l’équation entre s et w qui représente un mouve- 


f ti : ‘ Ww é 5 
ment de fluide de la manière envisagée, — au lieu de æ, où 2 est une 


constante positive, la nouvelle équation représente un mouvement 
dans lequel les lignes de courant sont les anciennes, la vitesse partout 
proportionnelle à n, la pression que supporte une paroi proportion- 
nelle à n°. 


~ 
a 


. , . A , . La x 
Si l’on écrit dans la même équation — et —, pour s et w, où m est 


une constante positive, la nouvelle équation représente un mouvement 
dans lequel les lignes de courant sont semblables aux premières et où 
la vitesse aux points correspondants est la même. Les dimensions 
linéaires des lignes de courant sont proportionnelles à m; la pression 
que supporte une paroi est aussi proportionnelle à m. 

Si la densité du fluide n’est pas 1, comme nous l'avons supposé, 
mais égale à uw, la pression que supporte une paroi est proportion- 
nelle à wu. 

Revenons maintenant à la considération d’un mouvement tel que 
celui de la fig. 9, mais supposons que la longueur de la paroi so- 
lide soit Z, la vitesse à la limite libre du liquide en mouvement ou a 
l'infini ¢, la densité du fluide w, la pression que supporte la paroi so- 


lide est alors 
lt 


A+T 
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SECONDE PARTIE. 


Considérons un réservoir de forme cylindrique; supposons-le infini 
dans le sens des génératrices; enlevons la partie de cette surface cylin- 
drique comprise entre deux génératrices voisines (A) et (B ); nous obte- 
nons ainsi, à la place de cette bande faisant partie de la paroi solide, 
un orifice rectangulaire dont une dimension est infinie. Le liquide con- 
tenu dans le réservoir s’écoule par cet orifice. Dans toutes les sections 
droites du cylindre, le fluide affecte, en général, la même forme et 
possède les mêmes lignes de courant. Il suffit donc d'étudier le mou- 
vement dans le plan de l’une des sections droites. 

Prenons ce plan pour plan de la figure. Soient A, B les points où ce 
plan coupe les génératrices (A) et (B). Nous prendrons la ligne BA 
pour l’un des axes de coordonnées rectangulaires; par un point O éle- 
vons la perpendiculaire à BA; nous prendrons pour second axe cette 
perpendiculaire. Nous supposerons, jusqu’à nouvel ordre, le mouve- 
ment parvenu à l’état permanent. 

Les équations du mouvement permanent plan sont 
eo  d°® 
Ox? ff dy? Fa 


P I 0% \? 0®\? 
3 [(2) + Gp) | Fro 


où F désigne la fonction des forces qui agissent sur le fluide, telle que 
X dx + Y dy =dF et où C, est une constante, o la densité du fluide. 
On peut mettre l'intégrale générale de la première de ces deux 


équations sous deux formes légèrement différentes, dont nous nous 
servirons tour à tour. On peut l'écrire 


(1) 


(2) A=f(s) +f/i(41)s 
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5=2-+ ly, Z1= 2 —ty; 
f et f, sont des fonctions arbitraires. On peut également l’écrire 


(2) W=f(s) +fi(si), 


où 
3 = y+ix, 3,—=7Y—ix. 


Les vitesses parallèles à Ox et à Oy sont les dérivées partielles de 
cette intégrale. Ce sont donc 


‘ Oh : ; 
ee aa f(s) + ee) 
(297 ve 


Chie 8 52 27 
vy, = dy us (3) = tft,:,(1) 


dans le premier cas; et dans le second 


f On C2 i 7 
Pa 5 = ie (21) — fina] 


on : A 
‘Tes f2(z1) Jus (24) 


CaF 


On en déduit, dans les deux cas, 
VES Pat fs) fi) =4f (3) fi (54)- 
D'autre part, les trajectoires ou lignes de courant ont pour équation 


dx dy 


pe > Vy 
On aura done, dans le premier cas, 


dx #4 tidy 
er at) SACS EN AE 


d’où, par une combinaison facile, 


= ou J'(4) dz —f;,(z) dz = 0. 


ie En intégrant, ona VS ww 


pe étant une constante. 
= Dans le second cas un caleul Jon dag donnerait pour l'équa 
tion des trajectoires — 


Che 4 


x’ étant une constante. 
Si l’on considère À, , A’, u’ comme des variables, des relations C2); 
(3), (2), (3) on tirera 


S2) fila) = ip! 


oe — af(s)=A+ ip, 
# (4) | afi (4,) =A — ip « 
ou 
! | af (a!) =H + ip, 
(4) Rae 


Il est facile de vérifier que l’on a les relations suivantes, où l’on dé- 


HE signe, suivant la coutume, par A? le symbole ~ a ie 4 
dem stoke Où du | Où dy _ 
; LE Ox 0x dy dy ra! À 
on \? ‘an 2 /dp\? dp\° _ 
me (ia) +) = Gs) +(e) => 
A*h == 0, : 
Bee 6 


On aura, de méme, 


On Op! ox Op! 


0x 0x dy dy 
ON \? /on\?_ fo AC 
(as) + (Gy) = CE) + (FY =” 
Atk = 0, | 
: A? py! = 
ces La première de ces relations (5) ou (5)' montre que les courbes 


Étant - 
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À = const., u = const. ou À — const., v.’ = const. sont orthogonales 


entre elles. Les autres montrent qu’elles forment dans le plan un sys- 
teme isotherme. 


Il. 


La surface libre du jet fluide qui sort du réservoir est, à la fois, tra- 
jectoire, car la vitesse normale y est nulle, et surface de niveau, puisque 
la pression extérieure est constante. Si p, désigne la pression exté- 
rieure, on devra donc avoir, à la fois, pour tous les points de la surface 
de la veine fluide, les quatre équations simultanées 


J(s)=fil4:) + G (Ca ici une valeur bien déterminée), - 
La ly 2%, 

(6) | L— ty=%,, 

Po ae 1 fl 

P+ =F — f(s) f(A) 


, 


ou, dans le second cas, 


S(2)=Sfi(4,) + CG 
yriz=s', 
(6)! Mt |» 


à +G=F—2f(2)fi(s) 


D'une façon générale, on pourra se donner f,(z,), par exemple, dans 
le système des équations (6), arbitrairement, puis éliminer z, entre 
la première et la dernière de ces quatre équations; on parviendra 
ainsi à une équation différentielle dont la résolution permettra de dé- 
terminer la fonction f(z) à l’aide de la variable 3. On procéderait 
d’une façon analogue relativement aux équations (6). Ce procédé 
donnera le plus souvent, si l’on ne choisit pas avec soin la fonc- 
tion /,(z,), des surfaces imaginaires. 
Nous allons chercher une autre méthode. 
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III. 


Prenons d’abord pour variables s et s,. Nous avons vu les expres- 


sions (2)” des vitesses dans ce : cas ce sont 
ANNE ’ 
Vex Fe = 4) + Jia) 


= = if fis) — fi). 


Les expressions de ces vitesses doivent être des fonctions réelles de x 
et dey; J: et fie, doivent done avoir même partie réelle et des par- 


_ ties imaginaires égales et de signes contraires. 
Nous verrons le cas général au § XII. Admettons HAE jusqu'à 


nouvel ordre, que nous ayons affaire au cas particulier où fet f, re- 
présentent la même fonction. 
Si nous posons, d’après la notation de M. Kirchhoff, 


fs) = 9 +, 


o étant la partie réelle de cette fonction, 7) sa partie imaginaire, on 
aura ~. 
ALT fs) = 9 —i9 
et, par suite, 

hao. (peered. 


Nous devons trouver des résultats analogues à ceux de la première 
partie, les fonctions A et ne differant que par des facteurs constants 
des fonctions 9 et Ÿ. 

Nous supposerons de même, dans le systeme (6)’, que fet /, représen- 
tent la même fonction; d’où, si f(y+ta)=9' +1)", f(y —iw)=9' —iy’, 


À'=a9!, wav’, 


Supposons que nous soyons dans le cas où les variables sont 4 
el 


vw 


à 
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On doit satisfaire au système suivant 
J (3) =f (41) + C 


LA-ly = &, 
(7) G— iy = s,, 


B+ G=F~af'(s) fn). 


Ici on ne pourrait pas suivre la première marche indiquée au § II, car 
on ne pourrait pas se donner arbitrairement la fonction /. 
Posons f(z) = w, f(z,) = w,. On en déduirait inversement 


y), = ve, ): 
On a, d’ailleurs, 


I 


Pa) = = et “filay= 


Liv (#) Lv, (1) 
Le systeme (7) devient 

vw=w,+C, 

T+iY —=3, 
(8) T—iy = 2, 

Po 2 

aha 11 () 7) (1) 


/ 


Dans le second cas, les variables étant z’ et =, des considérations 
toutes semblables conduiraient à un système analogue au système (8). 
Ce parallélisme se poursuivra jusqu’au bout. Il suffit donc d’étudier le 
premier cas. Une fois les résultats obtenus, nous n’aurons qu'à y 
changer x en y et y en x pour avoir les conclusions du second cas. 

Supposons, pour fixer les idées, que la force extérieure qui agit sur 
chacune des molécules du fluide soit la pesanteur. Dans les formules 
précédentes, F sera remplacé par + gx, g désignant l’accélération 
due à la pesanteur : on suppose la pesanteur agissant parallèlement 
a Oz. 

L’équation (1), qui donne la pression p, appliquée aux points ou 
P= po & =0, c’est-à-dire aux points A ou B, montre que l’on a 


ue 


a | ’ Pal 
: ae M NE 
si done le mouvement du fides Re ne sh if, il faut 
que £ Po + (, soit négatif. Nous poserons, : par conséquent, | - ni = _ 
. < r Gd a 


a i 
ut , 


a 


4 


— à PERS a 


& sera positif. On aura 


æ—=wi+ C, } 

2=2 +iy=yx(), 

Are —iy = x (wi), 
2 


Yor@nw e + Ely w) + ym) + & 


En tirant w, de la premiere, la dernière devient 


2 


om — k. 
me Lx) +8 — C)] + 


Nous sommes ainsi ramené à déterminer une fonction 7 de la va- 
riable w satisfaisant à une relation telle que la relation (10), quel que 
soit w. 

D'une façon générale, en exprimant F au moyen de y(æ) et de 
y,(w — C), on sera ramené à déterminer la fonction y de la variable sw 
satisfaisant à une relation analogue à la relation (10). | 


IV: 


Etudions cette relation (10) dans le cas spécial où la force extérieure 


_est la pesanteur. 


Posons 
XML (MS CIE, 
(mb r(n CO) eS, 


x (w) et x'(w — C) seront les racines de l'équation du second degré 
(11) D?—SD+P=o. 


Si la fonction x satisfait à la relation (10), on doit avoir en outre 


ae P 
pak fSdwi- k, 


—— a 
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d’où l’on tire 
De See 
& a 
À JSdw+k 
Si l’on pose S(æ) = F’(w), on aura 
JS dw=F(w), 
d’où 
: 2 


P= ————: 
= F(w) =k 


L’équation (11) deviendra par conséquent 


(12) =F (7) D4 = = 9, 
2R(w) +k 


où F est une fonction arbitraire. 
On tire de cette équation 


+! (w) = D'— LE (wy + _ Re 
SE wy ke 


Geet) = Dl =4 F'n) — 1 : 
= Fw) +4 


(13) 


ou, inversement, 
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2 
5) 


2 


| x!(w — C) =D’ = 4 F'(w) + i), 
ZR (w) +k 


(14) 


x (æ) = D'=1F'(w)— JE Ce) 


2 


2 F(w) + 


Mais ce n’est pas tout. Il faut, bien évidemment, que si, dans la pre- 
mière des racines (13) ou dans la seconde des racines (14), on change 
w enw — C, on reproduise l’autre racine. Si cela a lieu, quelle que 
soit la racine qu’on a appelée D’, on satisfera à cette condition à l’aide 
du théorème suivant; le cas où les deux racines D’ et D’ ne jouent pas 


le même rôle sera examiné plus loin (§ XII). 


S. 140 C. SAUTREAUX. 


Tuéorèwe. — La fonction F (sv) doit être une fonction périodique de w, 
de période 20, si les deux racines D’ et D’ jouent le même rôle. 


En effet, dans le système (13), si l’on change w en w — C, D’se 
transforme et devient D’; on doit donc avoir identiquement ~ 


(a) D'(w—C)=D"(#). 

Changeons dans les deux membres de cette identité æ en w — C, il 
vient 
(B) D'(w — 2C) = D'(w — C). 


Dans le système (14), si l’on change w en w — C, D’doit se changer 
en D’; on a donc identiquement 


(7) D'(w — C) = D'(w). 
En rapprochant les identités (8) et (y), on en déduit 
D'(œ —2C) = D'(w), 


qui montre que D’ est une fonction périodique de w, d'amplitude 2C. 
On démontrerait qu’il en est de même de D” par un procédé tout sem- 
blable. 

Par suite la somme D’+ D”, c’est-à-dire F’(w), doit être périodique 
par rapport à w et avoir la même période 2C. Il en est encore de même 
de la fonction primitive F(), ce qu’on peut voir à l’aide du produit 
D'D” qui doit être également périodique. 

Le théorème est donc établi. 

D’après ce théorème, si l’on pose F(æ) + ah = #°(w), la fonction 
0(w) sera périodique et aura 2C pour période. Supposons de plus 
que, lorsqu'on change w en æ — C, 0(w) change de signe, ce que 
jexprimerai en disant que la fonction 0 (w) admet —C pour demi- 
période; je dis que les deux racines D’ et D’ se permutent effective- 
ment quand on change w en w — C. 

On aura, en effet, 


A ar ee wen LACT OES 
d(w) 
D’= AC ae C) — 4 (w) 6'(w) 6* (w) 6'2(w) =e), 


6(w) k 


fr. 
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à la place du système (13) et, à la place du système (14), 


D'= x/(œ —C)=6(w) 0'(w) + V5 (w) FH) 2 
(16) 0 (æ) 


Dis xm) 6600 VAR, 


\ 0 (w) 


où À désigne la constante i. 


Si l’on change dans Cy wen wv — C, Ü(w) change de signe. Il en 
est de méme if sa dérivée 0’(w), car si r on a, quel que soit w, 


O(æ—C)= —0(w), 


on en déduit 
d'(m—C)=—0'(œ). 


Par suite 0(#æ)0'(æ) ne change pas. La quantité sous le radical 
reste également invariable; mais, 0(#) changeant de signe, D’ et D’ se 
permutent. Conclusions analogues pour (16). 

En résumé, les deux racines de l’équation 


À 


(17) D?— 26(w) 8'(w) D + Fr) 


— Où 


où 9() désigne une fonction périodique admettant une demi- 
période, que nous désignerons par — C, satisfont à la relation (ro) 
du paragraphe précédent; et l’on pourra poser 


V0*(w) 62 (w) —A 
2 


(18) x'(w)  =6(w)8(w) + G(w) 
(ew —C)—0(w) 6’ (w) V (æ BC) ) ’ 


ou les égalités analogues où l’on change y’(w) en y/(æ —C) et in- 
versement, ce qui revient 4 changer le signe du radical. Dans ces for- 


mules, A désigne la constante à. 


| . ue 
La relation a étant résolue, nous allons pouvoir résoudre 


ment le système (9) et en déduire l'équation générale de la surface = 


libre de la veine liquide. eee 
Des équations (18) on déduit, en intégrant par rapport à w, 


x(#) Low) + {Care CRE dw + const., 
r= 0) = £6) 2 [EPID Nj once 


Ces constantes introduites par l’intégration sont faciles à déterminer. 
D'abord, elles doivent être égales : car si l’on change w en w — C, la 
première expression doit se changer en la seconde. Soit « leur valeur 
commune. Portons ces valeurs de y(æ) et de y (w — te dans la rela- 
tion (10). Elle devient 


2 g ¥ 
2 EE tO) 2 E [or(w) + aa}+k ou ag+ ko, 


d'où 


On aura donc enfin 


AE 6*(w) role k 

(19) SO Se aay 
aD E PE" À 

x(w — C) — =) = (OP, TL a ~ 


ou le radical a un signe quelconque. Le signe of désigne, comme 
d'habitude, lintégrale indéfinie ou la fonetion primitive sans con- 
stante additionnelle. 

D'autre part, toujours dans le systeme (9) relatif aux points de la 
surface libre de la veine fluide, ona 


' 


s=a2+iy=yz(w), 
= 2 —iy=x(w—C), 


be 
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2% —y(w)+y(æ— C), 
2aty=y(w)— x(w —C). 
On a donc, pour les coordonnées (a, y) d’un point de la surface de 
la veine liquide, 
DU 62() — a 
5 


ne VA — 6*(w) 0 (w) 
J Sf Oe dw. 


(20) 


Dans le cas où les variables seraient z’ et z;, des considérations 
semblables conduiraient à des équations qu’on déduira des équa- 
tions (20) en changeant a et yen y et a, la pesanteur étant parallèle 
ici à Oy. On obtient ainsi 

ay = 0 (wv) =< Aap 
fo) 
( 


(20) | ate — 6*(w) 6’? (Ww) 4 
ow G(w) Le 


où 0(w) est une fonction périodique jouissant des propriétés déjà 
éno?cées. 


VI. 


Du cas que l’on vient de traiter on déduira facilement le cas où il 
n’y a pas de forces extérieures agissant sur le fluide. 
Si l’on fait, en effet, g = o, dans la relation (10), elle devient 


2 


A 
ie COPA CEE 


Telle est la relation qui doit déterminer 7(#) dans ce cas. On en 
tire 
CNET 


yu (wyy (w= C) 


, 
On n'a ici que le produit des deux facteurs x'(w) et X'(w — C); on 
pourra donc se donner arbitrairement leur somme 2S'(æ); y'(æ) et 
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XL (w — C) seront les deux racines de l’équation du second degré 
Le 

suivante 


(22) | Di 2 8/(w) D + 7 =o. 


On en tire 
D'=#x'(#) = S'(w)+ VETUEE 


D'= y (w—C) = S'(w)— /S _ 


ou inversement. 

Mais il faut de plus que la fonction S’(w) ait été choisie de telle 
sorte que, en changeant æ en æ — C dans la première racine, on 
trouve la seconde. 


Posons S?(w) — 7 = 7 (a), vient 


| D' = yw) = 4/70) + 7 + 6'(w), 
(23) | 


| D"=y'(w — C) 1/8 (5) + ; = 4'(w), 
où le radical a un signe quelconque, mais le même dans les deux for- 
mules. Si 6’(w) admet — C pour demi-période, c’est-à-dire si elle 
change de signe quand on change w en w — C, ces deux racines se- 
ront permutées par ce changement. 

En intégrant par rapport à w, on aura 


/ 2 
4 (w) =fy/ 6'2() + 7 dw + 6(w) + const., 
x(w — C) = f 1/52 ss =. div  0(w) + const., 


0(s) devra être aussi périodique et admettre une demi-période, que 
nous désignerons par — C. Les deux constantes introduites par 
l'intégration doivent être les mêmes, puisque y (w) doit se changer en 
7.(w — C) quand on change w en w — C. Soit « leur valeur commune. 
4 est d’ailleurs quelconque, car les constantes disparaissent par la 
différentiation et la relation (21) ne les détermine pas. Quand on 


(24) 


(const. = a); 
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change w en æ —C, la quantité sous le radical ne change pas; il en 


est donc de même de son intégrale; 0(æw) change de signe; y(æ) se 
transforme donc en y(#æ —C). 


; 0'(w) étant périodique d’amplitude 2C, S'(w) sera donc aussi pé- 
riodique de même amplitude. S'?(æ) et 0?(æ) admettront — C pour 
période. 


On déduira facilement de 1a l'équation de la surface de la veine 
fluide. Ona, en effet, 


s=atiy=y(w), 
mix — ty =y(w —C), 
d’où 
2% —Y4(w) +yx(w —c), 
d’où 


PE) at) 3 
| wa [4/00 + dw + a =8() +> 0, 
(29) 


iy =9(9) = f y/s%w)— 7 div. 


En changeant x en yet y en +, on aura les résultats dans le second 
cas; ce sont les suivants 


| y= fi / 6" (w) + 7dw +a=S(w) + à, 
(25) SE 
| it = y= [4 SE (w) — div. 


Il est bon de chercher dans le second cas quelle serait l’analogue de 
l'équation (22). 


den 


: Ay : az 
Les racines de l’équation (22) sont == et 
dx — idy 


, hee GLE tay 
ae est-a-dire eee 
ON . , ° A iz! aah 
Tp Celles de l’équation cherchée, 6, doivent étre a ae 
a Sei a, ly —id. 
c’est-à-dire foie eee On a donc 
dw dw 
dy +idx ijdx—idy] . 
fs. LE M. AE ET 1 
cs dw ~~ div eu? ” 
ee dy — idx 2 i[ dx +idy] = 
dw 


i 
dw 0 
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On a donc D = — 0. L’équation en 6 cherchée sera 
M 9 "RQ? 2 LS 

(22) d— 215 (w)d— 7 = 0, 


Remarquons que l’équation (2) ne diffère pas de l’équation qui 
donnait l’inconnue € de M. Kirchhoff; car € désignait également = 


L’équation en D étant ainsi intimement liée à l'équation en € de la 
première Partie, on pourra en déduire les conséquences déjà indi- 
quées. En se donnant les limites du domainew, on en déduira, comme 
on a vu, les limites du domaine de z, c’est-à-dire les limites du fluide 
en mouvement. Nous reviendrons sur ce point au § VIII. Bornons- 
nous, pour le moment, à des exemples simples de la détermination de 
la surface libre du fluide. 


UNE 


Premier exemple. — Prenons le cas d’un fluide soustrait à l’action 
des forces extérieures. Posons 


O(æw)—=1Àsinw. 


C’est bien là une fonction périodique admettant une demi-période = 


ou — T. 
. 2 2 2 
D ee — i? cos? + - dw + @, 
v 


Ona 
y =àÀsinw. 


Nous supposerons À réel. On peut également supposer, pour sim- 
plifier l'écriture, que # est pris égal à 2. On a 


Epo SV — cos? w dw + a, 
y = sine, 


On voit que x est donné par une intégrale elliptique; si l’on pose 


Ha T ‘ . 
W= = —u, d'où dw = — du, 


on à 


æ=—f V1 sin du, 
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intégrale elliptique de seconde espèce, dont le module est À, changée 
de signe. 
On peut calculer facilement l'équation différentielle de la surface 


libre. On a 


SIN — Y, d’où cos æ dw = ue 
À À 
d’où 
A — AMAR . 
VR— y? 
On en déduit 
FAN +y 


ve 
Coe Vi als dy; 


telle est l’équation différentielle cherchée, d’où l’on déduit, même 


sans intégrer, la forme générale de la courbe. 
Bornons-nous au cas particulier où À = + 1. L’équation différen- 


tielle se réduit à la suivante 
PRE LE TE 
Vi— y" 


qui s'intègre immédiatement et donne 


(æ— am} + y 1; 


c’est une circonférence ayant son centre en un point de l’axe des æ et 


de rayon 1. Il est évident que si, dans ce cas, le mouvement était 


symétrique par rapport à Ox, il ne pourrait y avoir écoulement; mais 


nous verrons plus loin (§ XIV) qu'il y a en réalité mouvement de 
rotation, comme dans un tourbillon. 


— Il est naturel de chercher à retrouver les 


Deuxième exemple. 
après M. Kirchhoff, dans la première Partie 


résultats déjà obtenus, a’ 


de ce travail. 


Le principal exemple est celui qui correspond à l'équation 


Cc? — DNIENT mt oi Or 


Pour que V’équation 
D?— 2S'(æ) D + : = 0 


i 


: i TE tn JR 
Onentire : . , POUR ete: 
x! (w) ae Dee wy VT, : ies 
ar 


x'(w — C) = D'= e-"— 


La fonction e~ 
période qui est zt ou — ir. Si l’on pose 


em = 02 (@), 


6’(w) sera périodique et admettra une demi-période. C'est ce qui 
résulte d’une propriété connue. Posons, en effet, 
e-2w_—_1—R(cos0+ sing), 
on en déduit 
x Pp CNRS. 
Ve?” — 1 = R?( cos - +7 sin; ): 
| 2 2 


Lorsque # varie de 7x, 2w varie de 277 et 9 varie de 0, à 0,+ 27, 
Gy. Oy 
: varie de >a +: le radical part done de la valeur 


* 
R? (cos? +-c¢sin =) 
2 2 


pour arriver à la valeur 


ainsi le radical change de signe quand on change w en wim. 
0’(w) admet donc pour demi-période -- rx. 

Les deux racines D’ et D’ se permutent donc lorsqu'on change æ en 
w— it. | 

Intégrons les deux racines. Comme 0'(w) = Ve” —1, on aura 


~ O(w) == — Ve” —7 + arc tang Ve” — 1, 


L’équation de la surface libre s’obtiendra en employant les for- 
mules (25 ) 
_ Te Ta, 


= V1— e—”— fare tang/e—” —1, 


” est périodique, de période azz; elle Re : 


CRT 
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Remarquons que 


S I I PSN 
tarc tang/e#"—1 = -L HR ) 


2 y—V1— e-* 


d’où 
Do cet, 
————— =e 2. 
Vima\) fee ie, it arse 
i=) ie" 
ce sont les équations, dans notre système d’axes, de la surface libre 
du jet, déjà trouvées dans la première Partie. On en déduit, en élimi- 
nant w, 
aia) 
2 atx re 


y=yi—@— ay 


Pour « = 1, on trouve la première portion de cette surface obtenue au 
§ VIT de la premiere Partie; pour «1+ 7, on trouve la seconde 
portion. 

Nous nous bornons pour le moment à la surface libre : nous com- 
pléterons plus loin (§ VIII). 


Troisième exemple. — Prenons l’exemple de la premiere Partie ré- 
pondant a l’équation 
aC (2er) TS 0. 


La forme de cette équation nous conduit a l’identifier avec l’équa- 


ae, : 5 dy +tdx : 
tion (22)’, à savoir (2 = —7— dans notre système d’axes) 
62 N-aQ/ 2 
2— 20158'(4) — T =o 
en posant 
Diy) == TES Resa. 


L’équation correspondante en D serait 
D?— 2D(xe-*%—1) +1=—0, 
dz +-id, 
avec D= oe 
Ww 
Traitons, par exemple, la seconde. On voit que S'(w) est périodique 


dans notre systeme d’axes. 


0) ) 


£ Le) 


on le voit, ‘comme dans P bd ie On 


. RL 
Fo — 1. . 
AL 


A On: aura done, dans notre système es pour la surface libre 


ETS æ== 2e-2” —1) dw + a, 
JA 


~ 


Evite| ye FS 1dw 
ae M—w+a, 
iy =— = Oe Re L(e-" + Ve” —1), 
ou, en prenant le signe — devant le radical 
_g=>—eM—w+a, à 
y =e "Vie" — arctange” V1 — e—* = e-"V/1 — e— ” — arc cose”. 


Quatrième exemple. — Supposons que la pesanteur agisse et servons- 
nous de la formule (20). 


Posons = 
6?(w)=1—e-*. 
On en tire 
20(w)?' (w)=e-*, / 
et l’équation (17) devient Ur 
D?— e—*D + Re = 0: 


sue) 


Les form ules (90) donneront pour la surface libre 


ak > 
oO 
5 
À e—?w 
mode —————“—“- — dw 
y [Vas 4 4 
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Les formules (20) auraient donné de méme 


Si, dans les premières, on fait 4 = 0, il vient 


DEAN Ce ee 


ee eee G 
NE PDC dw. 


On en déduit facilement l’équation différentielle de la courbe. On a 


Cr ia 2%, 


d’où 
eee LS A 
I— 224 
donc 
À I 2 dx 
Lee eee —— Rs Bas 
GY = 22 A 22) 1— 22 


Pour x = ;, y est infini. Nous aurons occasion d’étudier plus comple- 
tement cette équation (§ VIII). 


Sik= #, on aura de même 


27 x 


qui se déduit de la première équation différentielle en posant 
LT +4 : 


c’est la même courbe, les axes ayant été déplacés parallèlement à eux- 
mêmes. 

De même, si & est quelconque, les deux signes du radical donne- 
ront deux limites symétriques par rapport aux axes. 

On peut passer de ce cas au cas où il n’y aurait plus de pesanteur; 
considérons g comme l’accélération d’une force qui tend à s’annuler. 
A la limite, l'équation (17) se confond avec l'équation (22); on fera 
donc tendre g vers zéro, à condition de poser limg§*(w) = 2# sous 
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d’où 


o 
car k= st et enfin 


Sans multiplier les exemples, montrons dans le paragraphe qui suit 
que, chaque fois que l’on se sera donné la fonction 0(æ), on pourra 
étudier le mouvement complet du fluide et assigner la forme que 
présente le réservoir. | 


VIE. 

La fonction 9(#) connue, le mouvement est déterminé. Nous ve- 
nons de voir d’abord que la surface libre est déterminée. Les équa- 
tions (19) montre que x est déterminé en fonction de w. Inversement, 
on déduira de ces équations æ en fonction de z, soit directement, soit 
par un développement en série. On aura donc w = f(z), et, par suite, 
w, = f(z,). On connaitra donc A=» + w, = f(s) + f(s). 

On pourra en déduire tous les éléments principaux du mouvement. 


Trajectoires. — Elles ont pour équation, comme nous avons vu, 


. 


Sf (s)=f(4,) + C' ou æ = wi + C, 


et tout est connu maintenant dans cette équation : les trajectoires 
sont donc déterminées. 

Remarquons en particulier que, pour C’=o, on obtient, entre 
autres trajectoires, y — 0. Si C’=C, donne une surface libre, où 
P = Pos C’=C,+2C donne une autre surface libre, car, en changeant 
w en w—2C,y(w) et 7(w,) ne changent pas et la Fans qui 
donne p ne change pas. 
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Les trajectoires orthogonales de ces lignes de courant seront les 
courbes À = const. ou f(s) +/f(s,) = const. 


Vitesse. — On a 


CLR ; Oe at 
de FI) + Ml), =) FG) 


, : Oh P : 
et l’on sait que 9x "eprésente la composante de la vitesse parallèle à 


l’axe Ow, et - la composante parallèle à l’axe Oy. 

Or f est connu. Donc ces composantes en un point quelconque æ, y 
du fluide sont connues. | 
On 
Ox? 
équations (1), on en déduira l’expression de la pression en un point 
quelconque (+, y) du fluide. 

On n’aura pas, en général, une pression constante le long d’une 
trajectoire autre que la surface libre. Ce caractère permettra de recon- 
naître quelles sont les parties des trajectoires limites qui pourront 
être considérées comme parois solides ou comme surfaces libres. 

En se donnant 0(#), on détermine donc le mouvement du fluide. 
On pourra appliquer à la relation qui lie = et w la méthode de 
M. Kirchhoff et déduire le domaine de = de celui de w. Reprenons, 
dans ce but, les principaux exemples déjà indiqués. 

Notre premier exemple sera examiné plus loin (§ XIV). Considé- 
rons le second. 


Pression. — En portant ces valeurs de se dans la seconde des 


Deuxième exemple. — Nous avions 


dz 


awe y) = Cas ae Veg, 


d’ou 
DL) er" — Ve?" — I+ arctang Ve” — Ts 
Supposons que, pour # =o, on veuille avoir so, on doit faire 
CHEN d’où 


2=2+iy—i—e"— Ve — 1 + arctang Ve" — 1, 


avec w — © +7. Les trajectoires ont pour équation, comme nous 
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savons, = #,+ C’ ou 2id — C’. La surface libre peut avoir pour 
équation 

(%) w= wi + Co, \ 


où C, est arbitraire; car cette équation équivaut a 
(5710 œ— C,+C—=m+C ou W= + C, 


en posant w, — w — C+ C. L’équation (8) est bien de la forme con- 
sidérée aux $$ II et suivants. Or changer w en w, revient à prendre, 
au lieu de f(z), f(z) — C, + C ou f(s) — à, c’est-à-dire au lieu de À à 
prendre À, = À + 6(6=C, — C); or An’intervenant dans le mouvement, 
abstraction faite des axes coordonnés, que par ses dérivées, la nature 
du mouvement reste la même quand on remplace À par A,, qui n’en 
diffère que par une constante additionnelle. La période de e~” étant 
217, w= w, + C + 27m sera encore une surface où la pression sera 
constante. Soit C, = o, les deux portions de la surface libre correspon- 
dront à Ÿ =o, ) = +. Nous limiterons donc le domaine de w par les 
deux parallèles & = 0, Ÿ = +. 
Nous avons vu, d’autre part, que l’on a 


LENA: Od + À 
LAVE Ope DAIS Oe Oy ee, 
(55) + (5) 
On en déduit 
à 2 
Ox ” dy ) 
b= Wr = 2a os yr = vi qe = vy?" 


Enfin le rapport de similitude des plans s et w en deux points cor- 


Line d ‘ 
respondants est égal au module de zx & ces points. 
§ 
Les équations a étudier sont : 
1°) Pour Vee, 
Det inet? & em Si, 
e+ iy =1—e PT Ve? 1 + arctang Ve-??— 1, 
# sa 

L'important, évidemment, sera de séparer les parties réelles des 
parties imaginaires, et pour cela de résoudre l'inégalité e~? — 1 > 0, 
ce qui donne 9 < o. 


a ee US 


Or 
Or 
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S19 varie deo à + o, ona 
Cae. fe n=V1—e*?; 


6 est positif, prenons n négatif, c'est-à-dire le radical avec le signe —. 
On aura, par suite, 
——— ———— D 
T—I—e aia pine 
2 1— Vi —e—*? 


La pression p est donnée par la formule 


12 


— + C + =o, 
P 


2 
E+ n° 
d’où 

F+ü+2=o ou P= coust,; 
9 . e ET 
c'est une surface libre, comme nous savons déjà. 

Si 9 varie de où —o, ona 


E= e+ Ve? — 1, = 0; 


E est positif. La vitesse a donc une direction constante, mais son in- 
tensité varie : la pression n’est donc pas constante. La portion corres- 
pondante de la trajectoire doit être considérée comme une paroi so- 
lide. Cette paroi a pour équations 


æ—1— e-?— Ve? 1 + arctang Ve—*? — 1, V0. 
On a pris, en effet, ÿe-*?— 1 avec le signe + ici, car, pour 


= — , on doit avoir § = +. Ces équations représentent la partie 


négative de l’axe des y. 
2° Pour Ÿ — 7, les équations à étudier sont 


E+ in =— e-P Ve? — 1, 


Betis tat re TE Ve #?— 1 + arc tang Ve“? — 1. 


La seconde peut s’établir de la façon suivante. La trajectoire ) = + 
doit passer par un certain point B de l’axe des æ. Pour ® = +, la 
premiere partie, déja trouvée, de la surface libre a une asymptote pa- 
rallèle à l'axe des y, x =1; la largeur du jet à l’infini est x puisque, à 


l'infini, le rapport de similitude du plan z et du plan w, Fal ou |D|, 


an Tone on nu 
 ptote æ=1 (fig. 10), | JT : 
_ BN— woe d'où OB=atr di 


. 


Fig. 10. 


M 
4 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
' 

’ 
1 


Ainsi, pour ) =z, 9 = 0, on doit avoir 


3—92+T, d’où AIT. 


De plus, pouro > 0, ona 


Let ee n=Vi>e 8. 


est eas n doit être négatif : nous prendrons donc le ESS avec 4 
le signe —. On en déduit ‘2 
jE vie Fee | 
: < ' I— i time €= -—e-*? : ‘ 
surface libre déjà trouvée.” Eu 
Pouro <o,ona 


E—— et Ve 1, ‘Gas 0s 
on doit prendre le radical avec le signe —, car, pour 9 = — +, on | 
doit avoir § = — +. On a donc a 


e=1+n7+e-?+ Ve? 1 — arctangVe?—1, x0, 


qui représentent la partie positive de l’axe des y depuis le point d’ab- 
scisse 2 + x jusqu’à l’infini. C'est une paroi solide. 
Remarquons que le coefficient de contraction de la veine est 


T 
—— —=0,611. : : ; 
ST 


#4 
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Proposons-nous de chercher la vitesse au point I, milieu de l’ori- 
fice OB. 


- ° . . Tw , ¥ 
1° On obtiendra VJ pour trajectoire en faisant d = 5 Les équations 
générales 
de ew 
dw i 
a LV eg —e"—E Ve — 1 + arc tangVe— — 1 
deviennent 


Ein — te-P tie? +1, . 
Ly + ty; = a+ ie? ive? + 1 arc tangiVe—? +1. 
Nous prendrons dans la premiere de ces deux égalités le radical 


avec le signe —; car, si nous prenions le signe +, nous aurions pour 
7, une valeur positive. Il vient donc 


Seo y= = et “ie ti; 
ou 
= 
1} ee au 
= | — ye + Ver + 
et 
; : ve TS ea Pye 74-1 T. 
Dy iy, 4 + ie ?+ ive TES Ay He = (+055 
car 
DU Pe SEU Pe tes, 4 
Les Leu) Li ui 
arc tangiu She ee ge Ant ) ; ( ) 


à t i. 
= iL(i+u) — LUS ON 
On a donc ici, où u = Ve"? +1, 
ee NE i i 
arc tang ie? + 1 = iL(i + Ve? + i) LT en) 


— iL(i aE ter e-*?) — ~ Le-*?— ; L(—1) 


/ © : 
ME 1 + eT 2? t ; 
SL AN Se —-[o+t(ap+1)T], 
e-$ 2 
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d’où 
: AT pe ue 1+ Ve?-+1 T 
Li + ives a+ tet ier tt oe to) ake gL ele 
Pour x,, on doit trouver 
T 
Mai —=% 
2 
car 
T 
OI=:1+-; 
2 
on prendra donc d’abord « = 1, comme nous avons déjà pris pm ——1. 
On a 
TK 
Ly — 1 — » 
2 
(2) LA 2 
EE >= 1+ Ve? +1 
er —29 es) pee eS eee ee 
y= e-? + Ve? +1 —L s 
Posons 
CRT, 
il vient 
T 
LT + =» 
2 
2)! ey 
(2) Ie Vie 


moat+yvP+i1—-L : 


2° Cherchons d’autre part le rapport des vitesses sur IJ et à la sur- 
face. Je désignerai la valeur absolue de la premiere par V, et celle de 
la seconde par V,. Je poserai 


V 
Z= =. 
Vo 
Or 
vi = nit a (e-*+ ete ri)= (+ esr)’, 
1 
d’ot 
2 
Ve eas 
it VA: 
Pour Ÿ = o, on avait 
Ft nak 1 =s\/1 — e-?, 


TUE 
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ou 
4 
Pies eee = J 
? \ l 
d’où 
AE 
on a donc 
I 
1 a 
2 
é US Vt I 


3° Cherchons quelle valeur il faut donner à © pour que ce rapport, 
sur la ligne médiane IJ, prenne la valeur 0,69 que lui assigne l’expé- 
rience. L’équation qui détermine ¢ est 
= I 
= 2 es 
Z = 0,69, ou =) LEVÉ Jr 


kr  k+1 
RTE Le LEE 


et dP ee EE À 


Portons cette valeur de £ dans y,, et voyons quel est le point de IJ 
où la vitesse a cette valeur. Il vient 


fee foie log aba 
PA CARNET (kHa}ÿ  , KE 5: Jr 
a Se pe Roue © 
ok 


en désignant par L les logarithmes népériens et par log les logarithmes 


vulgaires. 
Orona 
k 9 k + 5 
es = 1209, k=1,44927, log — Tes Fee. | 
d’où 


Yi=1,44927 — 1,695923 = — 0, 246653. 


Ce point est donc un peu au-dessous de l’orifice, à l'extérieur du 
réservoir. On a d’ailleurs 
M2 © 0: 21000 ‘ 0,24665 
DDR EE to, 1410 


O0. 


environ. Ce point est donc sur l’axe médian au-dessous de Vorifice à 
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une distance de l’axe des x qui est environ les = ou 3; de la largeur 
de l’orifice. Comme l’orifice est généralement étroit, ce € point se con- 
fond, dans l’expérience, avec le centre I de l’ouverture. 


Quatrième exemple. — Traitons de même notre quatrième exemple. 
Les limites du domaine de æ seront, pour la même raison que dans 
l'exemple précédent, Ÿ = o et) — +. 

1° Pour } = 0, les équations à étudier sont 

4a 


/ 
= ie ree ett ou A= = 
aD=2F + 20H Ve ae , 


orages f y/er— oa 


en supposant que pour ¢ =o on veuille avoir z =o. Plus générale- 
ment, pour simplifier les calculs, nous supposerons que la force qui 
agit est une force constante parallèle a Oa; son accélération g sera 
un nombre quelconque; par suite nous pourrons donner a A telle 
valeur simple qui conviendra. 

Cherchons à résoudre l’inégalité 


Supposons A = À, il vient 


eT 2? — 


— = > ou (1 — e-?) (e%? —e-?+ 2) Lo. 


Posons e~-? = u, on a pour le second facteur 
ue— w+ 2 = (u?— 2u+2)(u+1). 
u*-— 2u + 2 est toujours positif, l'inégalité revient donc à la suivante 
(1— e-?) (e-? +1) Lo ou Di Os 
Donc, quand ¥ est nul, les radicaux sont 


sig<o réels, 
si 9 >0 imaginaires. 
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A. Pour © < 0, on a donc 


2 
eye, Dit) Oh 
Pera 


paroi plane. On doit prendre le radical avee le signe + car, pour 
9 = — =, on doit avoir € infini; on aura done 


9 = 
à 2 
setaiysi—ete f y/o — de, 
@ I1—e? 
à ee 2 
20 =1—e-P-- ieee ey aon 
INIST 


Ces équations représentent la partie négative de l’axe des x. On s’en 
assure ainsi. Pour 9 — 0, x = 0; la dérivée de æ, &, est positive: donc 
o décroissant, æ décroit et devient négatif. Je dis de plus que, pour 
9=— on”, 2” = — x. Pour écarter les formes illusoires on peut, sans 


intégrer, procéder comme il suit. 
Posons e-? = u, d’où 


NET ER 7 
DE = = = aoe 
r= 6 


Le rapport qui est dans la parenthese du second membre prend la 
forme sy en le remplaçant par le rapport des dérivées, on a 


LES ee tt, t= 


Pour u — +», on a done 


22 —1——Q(I+1) —— 20 ou D = 00! 


Les équations représentent donc la partie négative de l'axe des x tout 
entière. 


surface libre. & est positif, on doit ne an i estidin 
dical avec le signe — - On en déduit 


20 =1—e-?, = f Va 


ce sont les équations déjà obtenues au ce VII pour A= 35, -k=0, et on oe 


le radical a un signe bien déterminé. 
Pour 9 = +, on a 


cf, dot OM = 243 
c’est une asymptote parallèle à Oy. A l’infini le jet a une largeur égale 
a ri — MN. La seconde partie de la surface devant être symétrique 
de la première, nous prendrons NB — the point B sera le point de 


Fig. 11. > 


bolo 


sc pada 
+=s-e1 2 
‘ 


o 


rencontre de la seconde partie de la surface libre avec Ox. On aura 


OB=1+ et 20B = 2 + ny2. 


Nous reviendrons dans un instant sur la forme de la surface libre. 
2° Pour ) — 7, les équations à étudier sont 


2Ë+oin—=— 6e P+ A RTS 2 
1+eT9 


a? 
netaiy=rpetenyat f v£ —29 __ ate = de. 
$ 0 


PP 
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Résolvons l'inégalité 


2 


EP — —— > 0 ou —39 —29 __ 
Fret = e—>? + e GSO), 


Posons e-? =u, ona 
ua ou (wW+2u+2)(u—1)>0. 


Le premier facteur est essentiellement positif, on doit donc avoir 


DS ou CES 
Donc 
o>0, les radicaux sont imaginaires, 
9<0, les radicaux sont réels. 


A. Soitgo< 0, ona 


2 
Ee =O —29 Pere 
De +4 ? ee oii, 


paroi plane. Pour 9 = — «, on doit avoir § = — o, on prendra donc le 


radical avec le signe —. On en tire 


= Si? —— eo —= lo 2Y — 0. 
22 LEE + TV Ae 1 + e-? 9 my) 


Ces équations représentent la partie positive de l’axe des depuis le 
point B jusqu'à l’infini. Pour ¢ — 0, on a x = OB; la dérivée est néga- 
tive; donc 9 décroissant, æ croît. On s’assurera, comme précédem- 
ment, qu'il croit indéfiniment. 

B. Pouro >0o,0ona 


Fis —— eT’, See — — e-2? 


I+e-? 


surface. libre, car la pression y est constante. On doit prendre 7 ne- 
gatif, c’est-à-dire le radical avec le signe —; de la 


9 as 

ze à * 
2 — = ee aloe 
24 —=I1+E ?+rV?2, 2Y IV; PES + 


Forme de la surface libre. — Cherchons l'équation différentielle de 


à: CA 
is 
Re ne +7 


“la première partie de 


ieee 


on a done pour l’équation cherchée, 7 


| . ie À a dæ 
(1) aa À pe 22) 1—2% 


Pour la seconde partie de la surface libre, on a 


= ae | 
2% =1+ e-?+ rV>2, sd = —e? dy, 


- “ . | 2 dx J \ 


"a ‘ ; : Tete. ml AE) 
Ps Raa =) : si 1+ rV2 — 2x" . 4 
= : ona pour l’équation différentielle = - 
; . 2 
Lo F5 — — (1+ RV2 — 2%) ——————_- 
[ae a A) aan Vereen ii (1+ nya en aoe 
, wee 2 fae , “ 
| Si l’on pose dans cette équation (2) | Ÿ 
ea M4, 


on retrouve l'équation (1). 
à Ces deux courbes ont même forme; l’une passe par le point A, 
l’autre par le point B, enfin elles sont orientées en sens inverse; car 


*- ra dans la première à est négatif, x étant inférieur à +; dans la seconde 
LE 

_ = est positif. 

eS r suffit done d'étudier l'équation difiérentiells (1 Wes ~ est nul 
aes | pour les racines de l'équation 


à aye setae ou f=4x2—42*?+a—-—1=0, 
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ou 
f2 G2 +1 (æ 10) =o. 


Comme & varie de o 44, le polynôme f n’est jamais nul dans l’inter- 


7 ; And nee! A Q 4 è “ wacloaghst dy > 
valle considéré. Poura =o, az est égal à — 00; pouræ ==4, dE = 2. 


La dérivée part donc d’une valeur infinie, croit jusqu’en un certain 
point, puis décroit jusqu'à — oo. 
C'est ce qu’on vérifie encore en prenant la dérivée seconde 


| h ue 
2% (1 — 20) 4/2 aa) 
92, 


Pour x = ; elle s’annule; le point correspondant est un point d’in- 
flexion. 

La forme générale de la surface libre est représentée dans la 
fa. 


La veine fluide est symétrique par rapport à la droite CD passant par 
le milieu de AB parce que, en réalité, cette veine fluide n’est pas sou- 
mise à la pesanteur, mais à une force égale et parallèle à la pesanteur 
d’un côté du plan CD et à une force égale à la pesanteur mais de sens 
contraire de l’autre côté de CD. C’est ce que la suite des calculs met 
en évidence. En effet, l’équation en D était | 


D?— F’(wv)D + ——, 
2EF(w)+1 
où l’on avait pris 
F(w)=— 2e", 
en posant 
@(w) =F(w) + — —1— 6", 
5 
d’où 
2k à 
Piw)==e"", — =I, avec w=o+iv. 
5 
Pour | = 0, on a donc 
2 
(1) D?— e-?D) + ———___ = 0; 
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pour) = 7, 


2 
(2) D+ 6-D + =a. 
2e-P +4 
2 


On ramène (2) à (1) de la façon suivante : 
1° Je change la direction positive de l’axe des x. Alors D est changé 
en — D. En effet, on avait 


æ—=y(w)+y(æ—C), d'où dr=[yz'(w)+yz'(~—C)] da; 


done, si x change de signe, dw ou do conservant le sien, c’est que 
1'(w) + y — C) ou S change de signe. Quant à P—Yy'(æ) 7'(w — C), 
il est positif, car 5 représente, à un facteur positif constant près, le 
carré de la vitesse à la surface. Donc y'(æ) et y'(æ — C) ou les deux 
racines de (2) changent de signe et sont maintenant racines de 


(3) Di seth eo 
it 


2° Si l’on change en plus la direction de la force g, c'est-à-dire si 
l’on change g en — g, (3) devient (1). 

Ainsi la portion de la veine qui est d’un côté de CD n’est autre 
chose que la portion qui est de l’autre côté, après changement de la 
direction positive de l’axe des x et renversement de la pesanteur. Il 
peut, par suite, y avoir discontinuité le long de CD. 

Comme la pesanteur est parallèle à Ow, ce mouvement sera réalisé 
en supposant que le liquide coule dans un canal. On ne change pas le 
mouvement, en effet, en remplaçant l’une des trajectoires par une paroi 
solide. En retournant alors la figure pour que la pesanteur agisse sui- 
vant la verticale on a un cas réalisable. 


IX. 


Etudions encore quelques propriétés du mouvement. Reprenons le 
second exemple, aucune force n’agissant sur le fluide. 
Cherchons si dans le liquide, dans la veine fluide ou dans le réser- 


PAT 
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voir, la pression peut étre la méme tout le long d’une trajectoire autre 
que la surface libre. Pour cela, je considère la trajectoire = « infi- 
niment voisine de la surface libre Ÿ = o. Nous considérerons les puis- 


sances de €, dont le degré est supérieur à deux, comme négligeables. 
On aura 


D =e ?(1 re) + Ve? — 1 oise 
ou | 
tee ?? 


D = e-#(1— is) + Ver (1 — }=&+ in. 


e 74 — 1 


‘ : 3 jp LE CET EN 
ten — Ween i) i — ent Wl —— 
4 ain V ‘ ce ee) 


= (Ye cet), 


a 
Pete = 
Vie 29 Vi — er 


et HU Le € 2 


2 2 2 VE te = ee-? : e? 
cry —=p — ——— ou DEA EE =: 
Vi—e-*? 


o, et par suite V et p, varient le long de la trajectoire, puisque p varie 
avec ©. De plus p n’est pas indépendant de « et par suite varie d'une 
trajectoire à l’autre. Ainsi la pression n’est pas constante dans la veine 
fluide. 


D 9<0,ona 


' : : a ee ne eu’ 
E+ in=e-?— ice? + Ve-2? —1— ie ) 
Ve-2?— 1 
d’où 
E—e-?+ Ve? —1, 
ee ee? ; ——— 
LC — 8 == a (e-?+ Ve?—1), 
Ve? —1 e—*? — 1 
—-— ete fe 
ieee cee == (e-? + Ve? — 1)? (+ Pa Je =) 


he nier 40 e-?? : 
bete + —1) L ge Te En vus 


Ainsi la vitesse est la même à des écarts pres de l’ordre de e? sur les dif- 
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en appelant éntérieur 

planes Oz", Bar et la cour 

varie donc avee une certaine lenteur, 
différents points des courbes 9 = const. de l'in 


= Faisons la même chose dans le quatrième exemple, 


soumis à la pesanteur. On a pour eae Se fe infiniment petit) 


. 


2D airs in =e = de) + 


Posons Te =B, ona 


ar he, 
Baie Pat 


> 


En se bornant aux termes du premier ordre, 


À À dtert 
aD = e-°=itee-? CRE IEP : 
D LE ae Bo | 5 B B 
Posons A= e?? + — > il vient \ | — 
e PT ; «A 
' . 7" 
_ j k 2D pert lee? + VAA 1— a 2e? + AS ’ ae. à 
i Sy À Be? = oa 
1 ; = e-?— ise? +- V/A Wee leet 
; 2A B? 
1 o<o. A est positif, VA réel, d’où 1 
eo L « 
va =e? + V/A 
© 4 \ ~ 
rove ee? — À 
SAN n=— — (2 K+ aet+ px) 
3 mal V Be 
| Dons 6 + n° est de la forme 
AS | M°+e?N°, 
4 ARR | > 
et, par suite, il en est de même de sa racine carrée; done ¢ varie len- a 


tement avec <. Ilen est de même de V son inverse. 4 
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2° 9 > 0. A est négatif, VA imaginaire; on a donc 


Baya 
B? 2 VA 


SS Eo? +Ee (ae Que 


2 


à £2 ; es . . 7 = . 
Donc + 7”, et par suite p, contient € au premier degré : V varie 
avec € et 9. 


be 


La méthode que l’on vient d’exposer dans les paragraphes précédents 
peut encore être appliquée à d’autres cas où le liquide obéit à l'action 
de forces extérieures autres que la force de la pesanteur. 

On peut supposer, par exemple, que le liquide est soumis à l’action 
de forces admettant un potentiel et ne dépendant que de l’une des 
variables « ou y. On peut appliquer cette méthode au cas où toutes 
les molécules fluides subissent une attraction ou une répulsion éma- 
nant de l’axe y’y et fonction seulement de a; ou bien une attraction 
ou une répulsion émanant de l’axe ax et fonction seulement de y. 

Nous allons prendre pour exemple le cas où les molécules liquides 
sont soumises à une répulsion émanant de y’y et proportionnelle à la 
distance; soit 8x l'expression de cette répulsion sur l'unité de masse ; 
on aura pour l'équation d’une surface libre 


Po Oh On |=4 at 
or eal dae 


À D 
d’où, en se servant de ce que #, = w — Cet . +C,=—A4, 


ee =[x() +20 — OF, 


2 
cy (eo 
en conservant les mémes notations que précédemment. 


Posons 
LC) + 7/(w—C) = S(w), 


y'(w) XX ‘(w—C)=P(#), 
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on aura 

2 > . 2 

~ RE | Poe Q 9 512 nt ñ D — a See 
pr =F TLS) dol, dou soy aw=\/ p25 ; 


ou, en posant 


2 


P(w) 


f S(æ) dw= VR?(w) — k, d’où su) 


= R?(), 


R(w) Bin) 
VRE(w) — 4 


4'(æ) et y'(æ — C) sont donc racines de l'équation suivante du se- 
cond degré 


re R(w) R'(æ) PAPER 
RE) A0 RG © 


2 


d'où l’on tire 


p— Rie) RM) Ae R?(@) R?(@) > 8 
9 VR(w) — k oa 4[ R2(w)— A] R2(w)’ 
ou 
R(w) R'(w) “fe VRE (ow) R?2 (ee) — 32[R2(w) = F] 
DS R(w) 


ate) À 


Si, de plus, R(æ) admet — C pour demi-période, c’est-à-dire change 
de signe quand on change w en w — C, les racines seront permutées 
entre elles par ce changement de æ en w—C, car R(#wv)R'(æ) ne 
changera pas de signe, R?(æ) non plus, mais R(æ) en changera. 

On peut encore faire le caleul de la façon suivante. 


Ona 
2 "a 9 
P{w) = k + [ / S (ww) dr |?. 
Soit 
eC F'(), 
il vient 
PE Te AE = 
PE EE) 


L'équation du second degré sera 


Rise ECO ee eee 
(w)D + FU) à ed 
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On en tire 


D = Pw) y/ Pw) = BETTT 2 
2(w)+k 


F?() a HN), 


Posons 


on aura aussi 


F(w)=VN)—k et F(w)= UN), 
VN?Cw) — # 
d’où 
N(w) N'(w) a VN'(w) N’?2() = S[N2() a k] 
pi Nie) , 
VN2(w)—&k ’ 


qui n’est autre chose que la formule déjà obtenue où l’on a remplacé 
R(w) par N(w). Si done N(w) admet — C pour demi-période, c’est- 
à-dire change de signe quand on permute w en w —C, les deux racines 
se permutent aussi. 


dx +idv os ie ; : ; : 
Or D = ——; en intégrant et en séparant parties réelles et ima- 


ginaires, on pourra étudier, comme on l'a vu plus haut, le domaine 
de = au moyen de celui de w. 

On procéderait d'une façon analogue pour une force attractive ou ré- 
pulsive émanant de yy’ et de la forme £x*. Plus généralement on pourra 
suivre cette marche pour une force dont l’expression sera f(x). 

Si, au lieu d’une fonction de x, la force était une fonction de y, on 
pourrait procéder d’une façon analogue; car 


aiy=4(w) — 79 — C); 


on poserait 
x! (w) — x — C) = A(w), vw) x'(æ— C) = P(w) 


et l’on serait ramené à former une équation du second degré connais- 
sant la différence des deux racines et leur produit ou bien on prendrait 
l'intégrale f(y + tx) + f(y —1æ) et l’on procéderait comme dans le 
cas où la force est une fonction de x. 


sons que ah fai Ne une He nil Pair Re le mouve ne 

symétrique, le centre d'attraction doit être sur | mn mais 

on pourra le supposer plus généralement n'importe où. ae 
Supposons d’abord que ce centre soit à l’origine des RE y a 


La fonction des forces sera alors une HAPESIT de 2? + y*. Or, pour la ma. 


surface Tae ona 
LA 


noes y (ir) = + AU c), 
riy =) — y — 0), 


h(a? + y7) —Ax() x(w —C). 


LAM) ol tore CE 18), 
x (w)yx'(w — C) = P(r). 


En prenant la dérivée logarithmique de la premiere, il vient 


LG) | x(@—C) _ rw) 
LPS AE CRT) 


Or on a | 
ACD ee A CE Tt | 
AM) ibe dace hs eee Se 


done mon et Ch sont les deux racines de l'équation du second 
degré À | 
tn T'(#) P(w) Lie 
Cr JE T(w) D (sw) Fa 


Supposons, par exemple, que la force soit proportionnelle à la. 
distance et égale à 2r, où r= Va? + y®. On aura pour la surface libre 


P 2 
= ae Be Uw) (wea) mew) x (m0) 


SUR UNE QUESTION D'HYDRODYNAMIQUE. Sr 170 
ou, en posant toujours 2° +C,=-—A4, 
Pp 
Fane 
A P(w) — T(w), 
d’où 
PCM) = =. 
T(w)+ A 


L’équation du second degré devient 


2) 


2) D?— nr! (w ee 
FL “ RE res ee F ra 


De là on tire, pour les deux racines, 


p= FUN 24/0 8 
T(w) T(w) n(w)[r(w) + 4] 


Supposons, de plus, qu'elles doivent se permuter quand on change 
wen æ — C. Posons 
2 
> = FR? » 
Piwie OUR 
on aura 
r(w)+k—=R("), r'(w)=2R(w) R'(æ). 


L’équation deviendra 


2( gy) — i Rite) D ie = 
[R2(w) — k]D?— 2R(w) R'(w)D + RG) 0) 


et l’on en tire 


R(æ) R'(w) + VR'(æ) HR ARS mr] 


a R2(w)—k 


Si done R(w) est une fonction périodique admettant une demi-période 
—C, c’est-à-dire changeant de signe quand on change en # — C; 
les racines seront permutées entre elles par ce changement, car R? (w) 
ni R(w) RB’(w) ne changeront, mais R(w) changera de signe. 


/ I 7 
"A L 5 2 ") Pi C Q 4 
Ces valeurs de D représentent LAW) ot Laden et, en intégrant par 
v(m) x (æ — GC 


rapport à æ, on aura Ly(#) et Ly(w — C), d’où, en passant aux expo- 
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nentielles, y(#) et z(w — C) : de là, les coordonnées x et y d’un 
point quelconque de la surface libre en fonction du paramètre w. On 
se donnera chaque fois la fonction R(w) : de là également = en fonc- 
tion dew et l'étude du domaine de 3 à l’aide de celui de w. 

On ramène le cas où le centre d’attraction ou de répulsion n’est pas 
au point O, origine des coordonnées, au cas où il est à cette origine, 
en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes. Les calculs sub- 
sistent, à condition de remplacer s par æ —a-+ (y — b) et 3, par 
æx—a—iwy—b). 

Il n'y a donc que des constantes de changées; la marche générale 
subsiste. 

Il est clair qu’il y aura d’autres cas encore où, la fonction des forces 
étant f(x, y), on pourra aller jusqu’au bout à l’aide de la méthode 
indiquée ci-dessus. Enfin on pourrait aborder le cas où le mouvement 
n’est pas permanent. Bornons-nous, dans ce Travail, à ces cas prin- 
cipaux. 


XII. 


Supposons maintenant que les fonctions f et /, ne soient pas les 
mêmes. Pour que A= f(s)+//,(s,) soit réel, ainsi que ses dérivées, 
il suffit que f et f, soient des fonctions conjuguées de la même va- 
riable. Car si f(u) =M(u) + iN(u)etf,(u)=M(u) — iëN(u), M(u) 
et N(u) étant des fonctions réelles de u, f(s) et f,(z,) seront aussi 
conjuguées ; leur somme sera donc réelle, ainsi que les dérivées par- 
tielles de cette somme : c’est ce que nous supposerons maintenant. Si 
l’on suppose que N(w) est identiquement nulle, on retrouve le cas 
traité jusqu'à présent. 

La marche reste la même. Posons 


wax f(z), w,=f,(%), 
d’où 
= x(), = pa}, Ak} ae Pact eu me ate 
x 1= X1 (4) J:(5) Lu () Siz, EN) vw (Wy 
Les trajectoires ont toujours pour équation w = w, + C’. Les coor- 
données (a, y) d’un point de la surface libre, dans le cas, par exemple, 


UNS 
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de la pesanteur, devront satisfaire au systeme d’équations suivant 


| Z+W =, M — = C, 
eo b+ aes = Elem nw 
v 15 L'(®) X1(%1) < 2 je XA adie 


- On aurait un système analogue en prenant pour variables s’= y + ix 
ets, = y —1æ. Occupons-nous seulement du système d’équations pré- 
cédent; les résultats du second cas se déduiront de ceux du premier 
en changeant x en y et y en x. 


Portons la valeur w, = w — C dans la quatrième équation et posons 


x (#) + Yi (æ = C) — S'(æw), 
L'(æ).x (w — C) = P(w). 
On aura 
= ES (w), dou P(w)= oe 
5 S(w) + k 


yt 2 
EP) 


et y/(w) et y, (w — C) sont les deux racines de l'équation du second 
degré 
D? — 8'(w)D + ——~ =. 
ÊS (4) aK 


S'il n'y a pas de pesanteur, g = 0, et l’équation devient 


D? S/(w)D + 2, 


On tire de la première 


Y 8 
aD! =ay'(w) © —=S'(w)+ JS) — ———_ 


CR ) Ke 
; S(w) +4 


ü 


2D'= 2%) (æ = C) —=S'() oa 8’ (6) ee 
= S(w) +k 


Il n’y a pas besoin ici que les racines se permutent quand on change 


wen w — C. | 
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En intégrant les deux membres par rapport à w, on aura 


8 
ay(w)  =S(w)+ oe te ee 
2 S(æw) +k 
e 2 
Æ 8 : 
2x1(w—0C)=S(w)— | $!2(«) — ————— +6. 


En portant ces valeurs dans la relation quatrième du système d’équa- 


tions (1), ona 


— k + 28 (Ww) + k = #]S (uw) - aaa 


LÀ 4 
d’où 
a+fB—o ou = — 4. 


Pour un point de la surface libre de la veine fluide, on a 
S=LVIiy=Yy(#) et 3, = & — y —=Y{i(# — C), 

d’où 
2æ = y(w) + y1( — C), 2iy =Y(F) — y(w —C). 


On aura donc pour les coordonnées d’un point de la surface libre 


: 3 8 
22 —S(#w), Sy / gr (5) : + a. 
JV 


2S(w)+k 


Dans le second cas, on aurait 


= : be 8 
2vy=S(w), TN he rm vot 
SS (mi) + k 


Comme nous l’avons vu (§ VIII), on peut ramener l’une des sur- 
faces libres à avoir pour équation 


8 


wo [9 


v= ,. 


Supposons qu'il en soit ainsi. On voit que y’(m) et y\(sv,) sont con- 
juguées; il en est donc de même de y(w) et de y,(w,), done de leurs 
inverses f(s) et /\(s,); donc À est réel, ainsi que ses dérivées : 
nous sommes bien dans le cas indiqué. 
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De la relation 


: | 
23=S(w)+ [4 /8%(w)— + 
LR ALICE 


on déduira le domaine de z en fonction de celui de w. 
Nous ne prendrons que des exemples très simples. 


Premier exemple. — Soit S'(w) =0, g =o. L’équation du second 
degré devient, en prenant 4 = 2, 
D r1— 0; 
’ \ 

d’où 

Der CNT, 

Dre ys) ile 

otiy=y(w) =i +e, 


DAT a) LW — ot. 


La surface libre est donc la droite x = o. En changeant x en y ety en 
x, on aurait y =o. 
On peut poser w= 9 + th, il vient 
42 + by a4.) to + iv), 
d’où 
æ—=—#, F9. 
Pour les trajectoires, on a 


d — const., d’où x = const. 


Si l’on supposait que Pon a S'(æ) =0, S(w) = const., g #0, on 
arriverait à des résultats analogues. 


Deuxième exemple. — Soit £=2, g—0, S'(æ) = a L’équation 
w 
du second degré devient 
Di 
D? 1) +I1ZO, 


vw 


I I 
D'= — + ve See (a); 
Vs Mie 
I I 
Vw (Vv x 


d’où 
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on en déduit, en intégrant, 


— 1 : 
æ+iy =2Vw+w — —1+arcsinw, 


. ee I ° 
r—ly = 2 Vs — + — 1 — arcsinw. 
5 om 
On a done, pour la surface libre, 


C= 2Vw, 


, rar Se 
iy = 61 / — — 1 + aresinÿw, 
à w 


ou 


= — w I — = — iarcsinæ = — “4/1 ARS L(/w + Vw — 1). 


w 


Si l’on change le radical ÿw de signe, on obtient une seconde surface 
libre, symétrique de celle-là. 
On peut encore écrire 


= = I : = 
3=æx+iy=2Vw+w VE — 1 + arcsinÿw, 
a 
l’arcsinus s’annulant pour w = 0, et poser w= © +7. 
1° Soit)=0,0<9<1. Ona 


. a L 1 Al 
z+iy=2Ve +9 nes + aresin Vo, 
o i 


dou 


= I . = 
r=2Vo+9 amy 1+ are siny/¢, 


VS Os 


. . Tv . . 
x varie deo à 2+ ~ et, en prenant les radicaux avec le signe —, de 
: « T ag ats ’ , . . 
oa —2—-- Cest une portion de l'axe des a: c’est une paroi solide. 


Cun Fe * ne Ine) ss : An: : 
2° Soit Y =o, © > 1. Alors arcsin Vo, g étant supérieur à t, est 
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égal à & L(Vo + Vo —1) + . et l’on a 


2 rive ig/ 1 + i(6 +0 +5, 
d’où 


e=ag +, 


= p\/ 12 + L(Ve + V5), 
surface libre déjà trouvée. 
LE 


En prenant la fonction S() au hasard, on court la chance de ne pas 
tomber sur un cas pratique. Mais on peut, du moins théoriquement, 
déterminer S(æ) de facon que la surface libre ait telle forme que l’on 
veut 


(1) Lal); 
par exemple. Il suffit d’éliminer y et x entre cette relation (1) et les 
équations de la surface libre 


is ak [ARS OA Fw) 
2x = 62(w) — ei y = f Bt) dw, 


en posant 
P(w)=S(æ) + 


ce qui donne l'équation différentielle en 0 


Va — Fw) 68) | CM) En orp 
a Lf |“ =| a( v) 6'( )s 


d’où Von tire 0 en fonction de w. On voit qu’en prenant w pour fonc- 
tion, æ est donnée par une quadrature en fonction de 6; on en tirera 
ensuite 0 en fonction de w. 


XFV. 


Dans le cas où les fonctions f'et /, sont les mêmes, il peut y avoir 
symétrie par rapport à l'un des axes de coordonnées ou par rapport à 


"+ r . à ATP 
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une parallèle à l’un de ces axes; car soit, d’une façon générale, 


A=f[æ—a+i(y—db)]+/flz—a—i(r—b)], 
Oh 


qn le a Uy ml +fz[z—a—i(y— 6)], 


Vy= 55 =i\file—arily— file a—ily— js 


V2 


si l’on pose d’abord y = 6 + À et ensuite y = b — h, x = xq, pour ces 
deux points V, est le même et les valeurs de V, sont égales et de signes 
contraires. C’est un des caractères d’un mouvement symétrique par 
rapport à la droite dont l’équation est y — b — 0. 

En prenant de même 


N—=f[y—-b+i(x—-a)]+f[y —b—1i(x—a)], 


on verrait qu'un pareil mouvement peut être symétrique par rapport 
à la droite dont l'équation est x — a = 0. 

Mais ces conditions nécessaires ne sont pas toujours suffisantes, 
pour que le mouvement soit symétrique. Il faut encore voir ce qui se 
passe quand on change, dans le premier cas, æ — a en — (a —a) et, 
dans le second, y — b en — (y — b). Nous allons donner un exemple 
où ces conditions nécessaires ne suffisent pas. 

Remarquons encore auparavant que, lorsque f et f, ne représentent 
pas la même fonction, le mouvement n’est pas, en général, symétrique 
par rapport à un axe. Toutefois il peut arriver, comme dans l’exemple II 
précédent, que les équations de la surface libre renferment des radi- 
caux de telle manière que, en changeant convenablement leurs signes, 
on obtienne une seconde surface libre formant avec la première un 


ensemble symétrique. 

Exemple. — Prenons g= 0, S'(æ) = 2sinæ, # — 2. C'est un cas 
particulier du premier exemple du § VII; dans ce cas nous trouvions 
une surface libre circulaire. L’équation du second degré est 


. D?— 2D sinw+1=0. 
On en tire | 


x (w) = D' = sinw + sin? —1= sinw + icosw, 


41%) = D'= sinw — \/sin?w —1 = sinw — ‘cose, 
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d'où, en intégrant, 


LHIYZ= 4(W) —=— cosw + sin, 
L—ÛY =y7,(~) =— cosw — :sinw, 


en supposant nulles les constantes d'intégration. On en déduit, pour 


les coordonnées d’un point de la surface libre, 


x= — COSW, 


y =sinw, 


d'où x? + y* = 1. Nous retrouvons bien une surface libre circulaire. 
On peut aussi écrire 


B = — cos +i sine =— e— — — e—*(9+*), 
d'où 
x +iy =— e i8+Ÿ — — etŸ(coso — ising), 
2 == — e+? cose, 


Ve sing. 
Pour J = const., on obtient les trajectoires : ce sont 
x? ey a e+2Ÿ; 


les trajectoires, et en particulier la surface libre, sont donc circu- 
laires. 
Calculons les éléments du mouvement. On a 


À Ps 
EMAC) Se >, = Oar vale) | al 

I x 2 : \ x, 
1 OA’ + do smd v I I ) 
on 007 z+" 2\ a+ ty a wy. 


On voit que la vitesse parallèle à Ox change de signe, quand on 
change y en — y; la vitesse parallèle à Oy change de signe quand on 
change æ en — æ. La vitesse parallèle à Ox a le signe de + y : posi- 
tive du côté de Oa où se trouve les y positifs, négative de l’autre côté. 
La vitesse parallèle à Oy a le signe de — x : positive du côté des x né- 
gatifs, négative du côté opposé. On à done un mouvement de rotation 
circulaire dans le sens négatif. 
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On aura 
rs ou VE =, 
XL geet Ae i 
r étant le rayon vecteur du point considéré du fluide. On en déduit, 
pour la pression, la formule 


pais ete 
ee: (mx) 


r = R étant l'équation de la surface libre; r croitra de R jusqu'à + +. 
On a donc affaire à un liquide tourbillonnant autour d’un espace à 
la pression p,. On voit que la vitesse en un point de ce tourbillon est 
donnée par la formule 
TR 
_ 

Cette loi a été indiquée, pour les tourbillons accompagnant l’écou- 
lement par un orifice, par Léonard de Vinci et vérifiée par Venturi 
(Essai sur les œuvres physico-mathématiques de Léonard de Vinci ou Re- 
cherches sur la communication latérale du mouvement dans les fluides ). 
M. Boussinesg a donné, dans son Essai sur la théorie des eaux courantes, 
la théorie rationnelle complète de ces tourbillons. 


XV. 


I] est à peine besoin de faire remarquer que les §§ X et suivants 
subsistent dans le cas où les fonctions f et/, sont fonctions conjuguées 
d’une même variable. Il n’est plus nécessaire dans ce cas que les ra- 
cines se permutent : la fonction arbitraire peut donc être quelconque. 


TABLE DES MATIÈRES 


DU TOME DIXIÈME. 


- Pages 
Compléments à la théorie des diviseurs élémentaires; par M. L. Sauvage, Professeur 
alasPagulte des Sciences de Marseille. us sue Me. secs sa socneethsdveutass 9 
Sur la détermination des axes dans les courbes du troisième ordre; par M. 8. Man- 
Bede, ELOICRSCUF AU LYCEO OG /FTOYES. Lan nr e ae ee Douse oies vers metre 0 à à 26 43 
Sur les lignes asymptotiques de quelques surfaces algébriques: par M. Y. Stouff, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Montpellier. .................,........ 45 
Sur une classe d'équations différentielles; par M. Æ. Vessiot, Maître de Conférences 
Ja cuite bsbiencesde Lille, 2e... en. niet. 53 
De l'existence des intégrales dans un système différentiel quelconque; par M. Riquier, 
Professeur à la Faculté des Sciences de Caen.................,... G5, 123 et 167 
Sur les éléments de la courbure des courbes et surfaces; par M. S. Mangeot, 
amie mac teat D Ce LTOY OS cnc = aiele's ose sauteuse ce sde mess dose 87 
Recherches sur les fonctions de Fourier-Bessel, par M. W. Kapteyn............. gt 
Esquisse d’une méthode pour déterminer le genre et les courbes adjointes d’une 
courbe algébrique donnée au moyen des opérations rationnelles; par M. Tikho- 
mandritzky, Professeur à l'Université de Kharkoff (Russie).................... 151 
Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique; par M. P. Duhem..... 183 
Mouvement d’un point matériel dans le cas d’une résistance proportionnelle à la vi- 
tesse; par M. Ælliot, Professeur à la Faculté des Sciences de Besançon ......... 231 
Sur une nouvelle manière d'établir les relations algébriques qui ont lieu entre les 
fonctions hyperelliptiques de première espèce; par M. F. CASDA Rec aes 253 
Les lois de réciprocité et les sous-groupes du groupe arithmétique; par M. X. Stouff, 
Maitre de Conférences à la Faculté des Sciences de Montpellier ................ 295 
Sur les résistances qu’éprouve une surface mobile de la part d’un milieu fluide dans 
lequel elle se meut; par M. L. Futre, Professeur au Lycée de Tournon.......... 315 
S.2/° 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome X. 


S.184 TABLE DES MATIÈRES. 

Pages 

Sur les surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans un système ou dans 
les deux systèmes, par M. P. Adam, Ingénieur des Ponts et Chaussées ......... 319 

Sur la réduction d’un système différentiel quelconque à un système linéaire et com- 
plètement intégrable du premier ordre, par M. Riquier, Professeur à la Faculté 
dés Sciences de Caen EMEA IS oe aoe elon a ER RÉ ECO 359 

SUPPLÉMENT AU TOME X. 

Sur les mouvements des nœuds et du périgée de la Lune et sur les variations sécu- 
laires des excentricités et des inclinaisons; par M. /. Perchot, ancien élève de 
l'École Normale supérieure". Sue. tes er RE PE S.3 

Sur une question d’Hydrodynamique; par M. C. Sautreaux, ancien élève de l’École 

S.95 


Normale; SUPÉTIEUTO. mere ien ane se cle neranreemuees eue ee 


18931 PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER=VILLARS ET FILS, QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55: 


